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АННОТАЦИЯ 

Монография содержит детальное изложение 
математической структуры нового метода кван- 
товой теории поля — дисперсионных соотноше- 
ний. В своей математической части она касается 
вопросов, лежащих на грани теории обобщенных 
функций и теории функций многих комплексных 
переменных. 

Книга может быть рекомендована как лицам, 
желающим познакомиться с теорией дисперсион- 
ных соотношений, так и тем, кто, работая 
в этой области, хочет понять математическую 
структуру метода. Чнтатель должен быть знаком 
с основиыми представлениями квантовой теории 
поля.



Посвящаем памяти 

нашего трагически погибщего товарища 

Владимира Залмановича Бланка 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта монография была задумана и в основном написана 
нами еще в 1996 году как детальное изложение, — более 
близкое по стилю к учебнику, чем к научной статье, — ме- 
тода дисперсионных соотношений и близко связанных с ним 
вопросов спектральных представлений. функций Грина. В ча- 
стности, центральный пункт — доказательство существования 
дисперсионных соотношений для рассеяния х-мезонов на ну- 
клонах — был доложен одним из нас (Н, Н. Б.) на между- 
народной конференции в Сиаттле в сентябре 1956 г. Ру- 
копись была окончательно подготовлена и сдана в издатель- 
ство в начале 19957 г. 

Естественно, что за прошедшие с тех пор почти полтора 
года рассматриваемая молодая область науки сильно развилась 
и продвинулась вперед. В первую очередь здесь нужно от- 
метить распространение метода дисперсионных соотношений 
на целый ряд других процессов рассеяния (в частности, на 
процессы с переменным числом частиц, в которых возникают 
специфические осложнения), с одной стороны, и появившиеся 

в Самое последнее время новые идеи в вопросе доказатель- 
ства-—с другой. Однако основной метод остался прежним 
и все указанные работы существенно опираются на изложен- 
ный в монографии материал в частности, на ряд математи- 
ческих теорем из дополнения А. 

Ясно, что для того, чтобы охватить все новые работы, 
понадобилось бы написать еще один том. Поэтому авторы 
сочли целесообразным не вносить в книгу никаких скороспе- 
лых дополнений, а опубликовать ее в ее настоящем виде. 
Читателю, интересующемуся дальнейшим развитием метода, 
придется, прочитав книгу, обратиться к журналам и пре- 
принтам см., напр., [28] — [35]).
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Авторы пользуются случаем, чтобы поблагодарить сотруд- 
ников отдела Теоретической физики Математического ин- 
ститута им. В. А. Стеклова АН СССР и лаборатории Теоре- 
тической физики Объединенного института ядерных исследо- 
ваний за замечания и предложения. Мы особенно благодарны 
редактору книги Д. В. Ширкову, а также В. С. Владими- 
рову, с которым мы подробно обсуждали многие затронутые 
в книге математические вопросы. 

H. Н. Боголюбов, 
Б. В. Медведев, 

М. К. Поливанов 

Москва, май 1958



$ 1. ВВЕДЕНИЕ 

1.1. В последнее время в квантовой теории поля намети- 
лось новое, представляющееся весьма перспективным, направ- 
ление, связанное с так называемыми дисперсионными со- 
отношениями, т. е, соотношениями между эрмитовой частью 
амплитуды рассеяния и определенного рода интегралом по 
энергии от ее антиэрмитовой части. Такие соотношения воз- 
никают в известной степени вне зависимости от конкретных 
деталей рассматриваемой теории; существенным для их по- 
лучения оказывается в оснозном лишь требование микроско- 
пической причинности, формулировавшееся в большинстве 
работ в виде требования обрашения в нуль коммутаторов 
полевых величин в пространственноподобных точках. Именно 
этот общий характер дисперсионных соотношений, с одной 
стороны, и то, что они связывают величины, поддающиеся 
непосредственному измерению (что нетривиально для кван- 
товой теории поля), — с другой, обуславливают большой ин- 
терес, вызываемый подобными исследованиями не только со 
стороны теоретиков, но и со стороны экспериментаторов. 

Несмотря на то, что литература по дисперсионным со- 
отношениям насчитывает уже не один десяток названий и что 
написаны и сравниваются с опытом дисперсионные соотно- 
шения для ряда конкретных физических процессов, однако 
до сих пор не был предложен способ получения этих со- 
отношений, удовлетворяющий хотя бы обычным для физи- 

ческих работ требованиям строгости: уже одно обилие раз- 
личных путей их получения, предлагаемых иногда одними 
и теми же авторами, указывает на неблагополучие в 0бо- 
сновании всего направления. Кроме того, до сих пор 
остается открытым вопрос о физических допущениях, реально 
необходимых для получения дисперсионных соотнощений и 
вопрос о том, в какой степени дисперсионные соотношения



8 ВВЕДЕНИЕ [$1 

связаны с современной схемой квантовой теории поля или 
насколько можно обобщить теорию, не нарушив их справед- 
ЛИВОСТИ. 

1.2. Именно этим двум проблемам и посвящено настоя- 
щее исследование. 

В $ 2 мы сформулируем те основные положения, которые 
следует, по нашему мнению, заимствовать у обычной теории, 
чтобы сделать возможным вывод дисперсионных соотноше- 
ний. В остальном построение теории может быть произволь- 
ным; в частности, нам не понадобится ни фиксировать вида 
лагранжиана (или вообще выписывать его явно), ни прибегать 

к гамильтонову методу. 
Основными величинами, с которыми мы будем работать, 

будут вариационные производные матрицы рассеяния по полям 
реальных частиц — так называемые радиационные операторы. 
$ 3 будет посвящен установлению некоторых общих соотно- 
шений между такими операторами. Изучение радиационных 
операторов тесно связано с изучением функций Грива для 
реальных частиц. Поэтому $8 4 и 5 будут отведены новому 
выводу известных спектральных представлений Челлена — 
Лемана. Этот вывод будет основан на изучении свойств 
аналитичности вакуумных матричных элементов соответствую- 
щих радиационных операторов и обладает тем преимуще- 
ством, что нигде, даже и на промежуточных этапах, не бу- 
дут появляться расходящиеся выражения. 

Наконец, §§ 6, 7 и дополнение А посвящены выводу 

и доказательству самих дисперсионных соотношений, а $ 8 — 
их детализации для конкретных процессов рассеяния. 

1.3. Заметим, что сами по себе дисперсионные соотно- 
шения отнюдь не являются в физике чем-то новым, и раз- 
личные их виды были известны уже до создания квантовой 
теории поля. Еще в 1926 —1927 гг. Крониг [1] и Крамерс [2] 
получили в классической электродинамике дисперсионное со- 
отношение между вещественной и мнимой частями показателя 
преломления, 

2w?Im n (w’) 
Ве [и (6) — п (0 Р | т dw’, (1.1) 

0 

также обусловленное тем обстоятельством, что сигналы не 
могут распространяться со скоростью, большей скорости
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света. В настоящее время различные формы дисперсионных 
соотношений широко используются в ряде разделов радио- 
техники. 

Основным математическим средством для получения ди- 
сперсионных соотношений является известная интегральная 
формула Коши. Поскольку в квантовой теории поля факти- 
чески приходится в ряде случаев иметь дело с обобщенными 
функциями, то, применяя эту теорему, нужно соблюдать опре- 
деленную осторожность. Поэтому, прежде чем продолжать наш 
исторический обзор, сделаем некоторые замечания математи- 
ческого характера, которые облегчат понимание дальнейшего. 

1.4. Пусть мы имеем функцию / (Е), аналитическую в верх- 
ней полуплоскости (т Е >> 0), со свойствами: 

а) для любого положительного $ можно указать такую 
постоянную А (6), что 

РКТ? при mE > 8: (1.2) 
6) когда Е 0, функция f(E) стремится в несоб- 

ственном смысле к функции, интегрируемой в классе 

С (9, 1) 1). 

Построим теперь замкнутый контур, образованный отрез- 
ком (й —Ю, Ю-РЮ) и полуокружностью радиуса Ю, лежа- 
  

1) В настоящей работе мы используем определение обобщенных 
функций, восходящее к С. Л. Соболеву. 

Вводится класс С (4,г;п) (часто обозначаемый через С (4, ) 
в тех случаях, когда значение индекса п очезидно) функцийй (^х(,. 
хи) (—с0< х;<--00), иепрерывных и обладающих непрерывными 
частными производными до 4-го порядка включительно. При этом 
предполагается, что все выражения вида 

хт 9°й (х,..., Хи) 

J OXy, +++ OXn, 

(O<m<r0<s<qy -D<C 4j<C +O) 

  

    

ограничены. 
Этот класс рассматривается как линейное банаховское простран- 

ство с нормой 

xm Osh 

J OXq, ++ OXe, 

Откр 05554, < х,< +0) 
Линейные функционалы / (1), определенные в данном пространстве, 

|| 2 || = sup 
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щей в верхней полуплоскости. Так как в силу свойства а) 

(Е) 
Е’—Е 

стремиться к нулю, то из теоремы Коши следует, что 

интеграл от по этой полуокружности будет (при Ю -> со) 

15+ со 

1 FED). } f(E)= 5-7 ИЕ АЕ” (mE >6é>0). 

45—00 

Приняв во внимание свойство 6), мы сможем сместить здесь 
путь интегрирования на вещественную ось, устремив 8—0, 
И написать 

+ со 

E) .., рых | Г -аЕ (т Е > 0). — (1.3) 

Переведем теперь на вещественную ось также точку Е 
(тЕ->0) и заметим, что для вещественных Е и Е’ имеет 
место символическое тождество: 

. ] И = Р (>= a) + ind (E’—E), (1.4) 
=>0 

  

уУсловимся символически представлять в виде 

1(h) = [K(x veep Xp) h (Kp veep Xn) dX... AXp 

«Ядро» К (х1, ..., Хп) этого представления называем обобщенной 
функцией, интегрируемой на классе С (4, г; п). Обобщенная функ- 
ция в принятом здесь смысле должна быть интегрируема на одном 
из классов С (4, г; п) при соответствующих показателях 4, Г. 

Мы говорим о сходимости в несобственном смысле для обобщен- 
ных функций 

Км (X1, eee, Xn) Now K(x, ee ty Xn), 

если можио указать такие 4, г, что для любой функции A (xy, ..., Xp 
из класса С (4, г; п) имеем 

[Ky ...) Ха) В (ж, ..., хи) аж... Xp > 

> [Ко ey ky) RCS oes хо) аж... я) 

Подробней смотри дополнение А.
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Мы получим тогда 

КЕ) = вв] JO) dE! (00 <E< +00). (1.5) 

Если выделить из этой формулы вещественную часть, то мы 
придем к типичному «дисперсионному соотношению» 

4+ 

Re f (E) =~ ] П.Е”. (1.6) 

Однако использовать дисперсионное соотношение непо- 
средственно в виде (1.6) в большинстве случаев не удается, 
так как во многих приложениях условия (1.2) оказываются 
слишком жесткими: реальные физические функции, фигури- 
рующие в дисперсионных соотношениях, могут не только не 
убывать на бесконечности, но даже и возрастать, однако не 
быстрее некоторого полинома. 

1.5. Покажем, что не составляет труда распространить 
проведенные рассуждения и на случай функций 7(Е), анали- 
тических в верхней полуплоскости, для которых вместо (1.2) 
выполняются менее жесткие условия: 

а’) имеется такое целое т > 0, что для любого 830 
можно указать постоянные А; (6) такие, что 

(В) < А Е"... Аи) для ШЕЕ; (1.2’) 
6’) при ШЕШ—>0 функция У(Е) стремится в несоб- 

ственном смысле к функции, интегрируемой в некото- 
ром классе С (4, r). 

Мы будем говорить, что такие аналитические функции обладают 
на бесконечности полюсом пП-го порядка, где п — наибольшее из 
чисел т--1 иг—-2, или что они не имеют на бесконечности су- 
щественной особенности. 

Чтобы свести этот случай к предыдущему, рассмотрим наряду 
с Л(Е) функцию 

(в = Г ® 
(Е — Во + 1)" +1" 

Ясно, что если Х(Е) аналитична в верхней полуплоскости и обла- 
дает на бесконечности полюсом не выше лп-го порядка, то функ- 
ция 2(Е) будет удовлетворять условиям (1.2) в верхней полупло- 

(1.7)
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скости при любом вещественном Ро и положительном =. Следова- 
тельно, для (Е) можно будет воспользоваться соотнощением (1.5) 
и иаписать 

  
(Е— во БГ f (BE) dE! 

(E’ — E) (E! — Ey + is)?! 
(1.8) 

f(E) = 

(—O< £, Ey < +). 

С помощью аналогичного (1.4) символического тождества 

  ] ] в (— 1) ~ (n) 

В (E— Ey +ie)"*! =a em n° (Eo) 
е>0 

(1.9) 

мы сможем опять разделить в интеграле (1.8) $-образные части 
и главные значения и выделить затем вещественную часть. 

Таким образом, и в рассматриваемом случае функций, 
обладающих на бесконечности полюсом не выше п-го по- 
рядка, опять можно записать соотношения типа (1.5): 

-- со 

(Е — Ею)" [ f (E’) dE’ 
E == + 

i) al (Е’— Е) (Е’ — Е)" +1 
  

+ flE) +... +2540 (eB, (1.10) 

(— со < Е, Бо < — oo), 

которые, однако, будут теперь, во-первых, выполняться 

лишь с точностью до полинома степени п и, во-вторых, об- 
ладать более сложным ядром, обеспечивающим сходимость 
интеграла (простой интеграл, типа (1.5), был бы для расту- 
щей на бесконечности функции расходящимся). Соотноше- 
нию (1.10) можно придать и несколько более удобную 
форму. 

Выберем для этого какие-либо вещественные с., Ej, удовлет- 
воряющие условиям 

УеЕу=0 для 4=0, 1... М, (1.11) 
(7)
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и определим операцию У в применении к любой функции Г (Е), 
как 

У (Е) = Ус, Г(Е). (1.12) 
(J) 

Ясно, что в силу (1.11) \ дает нуль в применении к любому по- 
линому от Е степени не выше л. Заметим теперь, что разность 

Г В" 1 
| (Е’— В) (Е — В)" EYE J} 
  (1.13) 

является по отношению к Ё полиномом л-й степени (при объеди- 
нении обоих членов знаменатель Е’— Е сократится). Поэтому 
в применении к выражениям типа (1.13) У дает нуль. Применяя 
теперь операцию У» к обеим частям (1.10), получаем немедленно 

-{. со 

\ I Cj 
У ce; Re f (E;) = —P f Im f (£4 Lez dE’, (1.14) 

(J) — 20 (9) 

поскольку все полииомы при этом уничтожаются. 
Таким образом, можно сказать, Что «простое» соотнощение 

(1.5) сохраняется и по отношению к фуикциям Л (Е), полиномиально 
возрастающим на бесконечности — стоит только применить к нему 
исключающую полиномы операцию У; с соответствующим п1). 

1.6. Чтобы воспользоваться математическими дисперсион- 
ными соотношениями для изучения какого-либо процесса 
соударения частиц, необходимо предварительно убедиться, 
что соответствующая амплитуда рассеяния как функция энер- 
гии может быть надлежащим образом продолжена на верх- 
нюю полуплоскость. Чтобы сразу же пояснить связь, суще- 
ствующую между свойством аналитической продолжимости 
амплитуды рассеяния в верхнюю полуплоскость и условием 
причинности, рассмотрим чисто иллюстративный одномерный 
пример. 

  

1) Могло бы показаться, что для полиномиально возрастающих 
функций /(Е”) правая часть (1.14) не имеет смысла из-за расхо- 
димости интегралов (как это было замечено в отношении (1.5)), 
одиако это не так, поскольку из аиализа вывода этого соотиоще- 
ния видно, что хотя интеграл от каждого отдельного члена в сумме 
но ] и будет расходиться, но интеграл от входящей в (1.14) ли- 
нейной комбинации с с; и Е, удовлетворяющей (1.11), должен 
быть сходящимся.
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Представим себе, что амплитуда рассеяния /(ЁЕ) определена 
как 

+00 

f(E)= Г Ве" а (1.15) 

причем в силу условия причиниости (в том, что условие причин- 
ности приводит именио к соотнощениям такого типа, мы убедимся 
B §§ 2 n 3): 

Fi)=0 aman (<0. 

Переходя в верхнюю полуплоскость 

E=x-+ly (>09), 

замечаем, что множитель е`_У играет роль режущего фактора, 
обеспечивающего сходимость интеграла (1.15), поскольку при #< 0, 

где е_9* возрастает, функция Р(6) равна нулю. 
Можно показать, что даже если Р(Р) будет сингулярной функ- 

цией, лишь бы она оставалась интегрируемой в смысле нашего опре- 
деления (1.12), все равно интеграл (1.15) будет сходиться и опре- 
делять функцию без существенных особенностей на бесконечности. 

Иное положение мы встретим, если Р(Г) обращается в нуль 
лишь для #&« —— а, где а — некоторая «элементарная длина». Тогда, 
заменяя в (1.15) 

t{—>t— a, 
увидим, что , 

(Е) =е Ру, (Е). (1.16) 
Теперь только фактор ХЛ: (Е) не обладает существенной особен- 

ностью на бесконечности. Экспонента же е-1Ё, а значит, и Х(Е) 
такой особенностью обладают. Поэтому в данном случае, чтобы 
получить функцию, для которой выполняются дисперсиониые соот- 
ношения, необходимо будет умножить (Е) на ett ¢ а > а. 

Разумеется, на самом деле ситуация будет значительно 
более сложной, хотя бы потому, что интегрирование в фор- 
мулах, заменяющих (1.15), будет выполняться по большему 
числу переменных. Однако, как мы увидим дальше, несмотря 
на необходимость существенного технического усоверщен- 
ствования приведенного сейчас рассуждения, основа его со- 
хранится неизменной. 

1.7. Вернемся теперь к вопросу о физических диспер- 
сионных соотношениях. 

Как уже упоминалось, аналитическому поведению ампли- 
туды рассеяния было посвящено много работ. Прежде всего 
надо будет упомянуть фундаментальные работы Гайзенберга
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[3], наметившие программу непосредственного изучения мат- 
рицы рассеяния, преобразующей асимптотику падающей волны 
в асимптотику расходящейся, и примыкающие к ним иссле- 
дования Ху Нина [4], ван-Кампена [5], М. Г. Крейна [6]. 
В последних рассматривался процесс упругого соударения 

двух частиц с точки зрения обычной квантовой механики, 
сводимый к задаче рассеяния одной частицы на неподвиж- 

ном силовом центре. В качестве (Е) здесь изучалась ком- 
понента амплитуды рассеяния, соответствующая парциальной 
волне с определенным моментом количества движения, глав- 
ным образом амплитуда $-волны. 

Важным результатом, полученным в этом направлении, 
являются теоремы о возможности аналитического продолже- 
ния амплитуды $-рассеяния /.(Е) на верхнюю полуплоскость 
для того случая, когда взаимодействие практически исчезает 
на расстояниях, больших радиуса а некоторой «сферы дей- 
ствия». При этом оказывается, однако, что, как то очевидно 
из приведенного выше иллюстративного примера, на беско- 
нечности /,(Е) может иметь существенную особенность, ко- 
торая устраняется лишь умножением на «режущий фактор» 

2. Поэтому регулярной в верхней полуплоскости будет 

только функция fee", для которой будет применимо ди- 
сперсионное соотношение (1.6). 

Такого типа дисперсионное соотношение было применено 
Гёбелем, Карплюсом и Рудерманом [7] к упругому рассеянию 
к-мезонов на нуклонах. Использовав имеющиеся экспери- 
ментальные данные по $-рассеянию, эти авторы пришли к 
тому интересному результату, что радиус мезон-нуклон- 
ного взаимодействия должен быть больше 0,1 комптонов- 
ской длины мезона. 

Следует, однако, подчеркнуть, что работы данного на- 
правления исходят из схемы обычной квантовой механики, 
не учитывающей особенностей теории поля, в частности, 
возможности процессов рождения и уничтожения частиц. 

Дисперсионные соотношения для рассеяния бозонов в кван- 
товой теории поля были предметом исследования другого 
направления, представленного работами Гелл-Мана, Гольдбер- 
гера, Тирринга, Карплюса, Рудермана, Миязавы, Оэме и ap. 

([8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15]. Здесь в качестве /(Е) 
рассматривается амплитуда рассеяния вперед в лабораторной
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системе отсчета, и изучается вопрос об ее аналитическом 
продолжении в верхнюю полуплоскость, причем считается, 
что ее особенность на бесконечности будет не сильнее по- 
люса первого порядка. Такой вывод можно сделать как из 
экспериментальных данных о поведении сечения при боль- 
ших энергиях, так и из расчетов по теории возмущений. 

Рассмотрение амплитуды рассеяния вперед особенно удобно 
в силу того обстоятельства, что по так называемой «опти- 
ческой теореме» ее мнимая часть пропорциональна полному 
эффективному сечению, т. е. величине, которую опять можно 
определить экспериментально. Оптическая теорема представ- 
ляет собой следствие унитарности матрицы рассеяния и легко 
может быть доказана в самой общей форме. 

Действительно, условимся обозначать индексами а, 8 совокуп- 
ность всех квантовых чисел полной системы состояний. Тогда условие 
уиитарности матрицы рассеяния запишется как 

У, $а5ав == 1. 
В 

Sug = Seg + iT ag; 

тогда Тов будет пропорциональна амплитуде рассеяния для про- 
цесса «—В. Подставляя Газ в условие унитарности, найдем 

(Tan Tan) = Ba | Tap 

В этом соотношении слева стоит, очевидно, мнимая часть амплитуды 
упругого рассеяния на нулевой угол, а правая часть как раз про- 
порциональна полному сечению для всех возможных процессов. 

В нормировке, принятой в теории столкиовений частиц, полное 
сечение с (В) связано с и Х(ЁЕ) равенством 

Im (Е) = а , (1.17) 

Положим 

  

где А — волновое число, соответствующее энергии Е. Физический 
смысл вещественной части /(Ё) определится тогда из соотношения 

Rerort+ [SOP aireyr=(B) 09 
Первый вывод дисперсионных соотношений в формализме 

квантовой теории поля был предложен Гелл-Маном, Гольдбер- 
гером и Тиррингом [8], которые воспользовались теоремой 
Коши, установив предварительно должные аналитические
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свойства амплитуды рассеяния вперед. Однако их доказа- 
тельство аналитичности, во всяком случае для частиц с массой 
покоя отличной от нуля, не свободно от возражений, серьез- 

ность которых была признана самими авторами. Карплюс и 
Рудерман [10] установили дисперсионное соотношение, при- 
годное для процессов рассеяния нейтральных мезонов на 
нуклонах, однако их вывод основывался на аналитичности 
амплитуды рассеяния, как предварительном предположении. 

Наконец, недавно Гольдбергер [11] попробовал вообще 
обойти вопрос об аналитическом продолжении амплитуды 
рассеяния в комплексную плоскость, рассматривая диспер- 
сионные соотношения просто как некоторые тождества, чисто 
алгебраически следующие из определения дисперсивной 
и абсорбтивной частей (соответствующих нашему разбиению 
(1.4) на главное значение и 6-функцию) амплитуды рассеяния 
через суммы по полной системе промежуточных состояний. 
Однако легко заметить, что используемые им определения 
некорректны для Е < т, так как при этом соответствующие 
интегралы расходатся (см. $ 6). 

1.8. Сделаем еще несколько замечаний относительно 
физического смысла величин, входзщих в дисперсионные 
соолношения вида (1.6) или (1.14). В их левых частях 
стоит амплитуда упругого рассеяния вперед, а под интегралом 

. справа — полное сечение. Обе эти величины наблюдаемы 
только для реальных состояний рассеяния, т. е. для энергий 

мезона положительных и больших т. В то же время 
интегрирозание в правых частях распространяется на все 
значения энергии от — со до -++ co. Поэтому, чтобы можно 
было практически использовать дисперсионные соотношения, 
в них надо избавиться от интегрирования по отрицательным 
энергиям и «ненаблюдаемой., области О< Ех т. 

Исключения интегрирования по отрицательным энергиям 
можно добиться за счет использования требования. инвариант- 
ности относилельно зарядового сопряжения (или, для неза- 

ряженных полей, вещественности), которое приводит к соот- 
ношению между амплитудой рассеяния от отризательной 
энергии и сопряженной амплитудой для поло.кительной энергии. 
Исключение отрицательных энергий с помощью такого приема 
возможно всегда. Правда, оно приводит к «впутыванию» в дис- 
персионные соотношения сечений для античастиц (противопо- 
ложного заряда), что, например, в случае рассеяния нуклонов, 

9 Зак, 2670. Боголюбов и др.
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неудобно, поскольку сечения для антинуклонов пока экспери- 
ментально неизвестны. 

Сложнее обстоит дело с «ненаблюдаемой» областью Е < т, 
где, как мы выясним ниже, под интегралом возникают 6-функ- 
ции 6 (Е —Е,) с Е», соответствующим возможным промежу- 
точным связанным состояниям. Если возможные связанные 
состояния обладают дискретным спектром, то такие интегралы 
легко вычисляются в явном виде. Если же спектр промежу- 
точных состояний хотя бы в какой-то части оказывается 

непрерывным, то положение вещей коренным образом ме- 
няется.



$ 2. ОСНОВНЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ ДОПУЩЕНИЯ 

2.1. Как мы уже упоминали, в большинстве последних 
работ дисперсионные соотношения выводятся, исходя из 
обычной схемы квантовой теории поля. Однако мысль о том, 
что в действительности дисперсионные соотношения не связаны 
с обычным формализмом и должны получаться, исходя лишь 
из некоторых основных положений теории, представляется 
почти тривиальной. Ввиду важности вопроса о применимостн 
дисперсионных соотношений и возможности их обобщений, 

мы хотим явно сформулировать те физические положения, 
которые необходимы для их вывода. Это представляется нам 
особенно важным, поскольку подробное изучение вводимых 
ниже радиационных операторов и установление соотношений 
между ними могло бы составить основу нового подхода 
к построению всей квантовой теории поля. 

Современная схема квантовой теории поля базируется 
в сущности на трех основных допущениях: гамильтоновом 
формализме, применении теории возмущений и концепции 
адиабатического включения и выключения взаимодействия. 
Гамильтонов формализм приводит автоматически к выпол- 
нению строгого требования причинности (поскольку мо- 
гущие нарушить это требование нелокальные варианты 
теории противоречат условию разрешимости уравнений), 
однако в последнее время возникли сомнения в том, что 
внутренне непротиворечивую теорию вообще можно поместить 
в узкие рамки гамильтонова метода [17], [21]. Теория воз- 
мущений предоставляет нам возможность практического 
провед ния вычислений, но соответствующие ряды, по-види- 
мому, сходятся лишь асимптотически даже для слабой 

связи, не говоря уже о ядерном взаимодействии, когда эта 
теория вообще неприменима. Достоинством концепции ади- 
абатичности является кажущаяся простота соотношений 

Q*
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между действительными и свободными полями. Поскольку, 
однако, при этом в удаленном прошлом и будущем вместе 
со взаимодействием между частицами выключается и физи- 
чески всегда существующее самодействие, эта концепция 
принципиально приводит к необходимости различать фиктив- 
ные и реальные свободные части ды, следовательно, в конечном 
счете, ко всей перенормировочной идеологии. 

Предложенная Гайзенбергом [3] общая схема построения 
матрицы рассеяния полностью отбросила гамильтонов фор- 
мализм; по существу не нуждалась в концепции адиаба- 
тичности и ничего не говорила о теории возмущений. Ввиду 
своей крайней общности предложенная постановка задачи 
не принесла, конечно, почти никаких конкретных результатов, 
и ее следует рассматривать скорее как программу для по- 
строения теории, чем как законченную схему. Подчеркнем, 
что, формулируя основные условия, которым должна под- 
чиняться теория, Гайзенберг вовсе не рассмотрел требования 
причинности, которому (хотя бы в виде условия макроско- 
пической причинности) теория обязательно должна удовле- 
творять. 

Разработанная недавно одним из авторов (Н. Н.Б.} и Шир- 
ковым [16] теория матрицы рассеяния строилась, исходя из 
гайзенберговых положений, которые были, однако, сильно 
сужены допущением разложения по постоянной связи, приня- 
тием концепции адиабатичности и, главное, тем, что к ним 
было присоединено требование причинности, сформулированное 
в виде строгого условия микроскопической причинности или 
локальности. Выяснилось, что эти допущения, чрезвычайно 
сильно ограничивая теорию, приводят к схеме, по существу 
эквивалентной обычному гамильтонову методу и отличающейся 
от него лишь возможностью провести изложение с большей 
математической ясностью. 

2.2. В последнее время проявляется стремление продолжить 
разработку первоначальной гайзенберговой программы. Прежде 
всего здесь предпринимаются попытки уточнения основных 
определений, особенно существенные в свете необходимости 
ввести в теорию связанные состолния. Сюда относится 
важная работа Хаага [17], в которой уточняется ряд вопросов, 
связанных с математической формулировкой требований 
релятивистской инвариантности и процедуры вторичного 
квантования.
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С точки зрения обычной теории поля способ введения 
связанных состояний в гайзенбергову схему не является 
очевидным: если не прибегать опять к адиабатическому вы- 
ключению взаимодействия, то образующие связанное состояние 
частицы находятся все время вблизи друг друга, в то время 

как в гайзенберговой постановке задачи в начальном со- 
стоянии все частицы должны быть пространственно разнесены. 
Выход будет найден, если считать каждое конкретное свя- 

занное состояние части ей нового сорта и вместо образования 
связанного состояния говорить об уничтожении первоначаль- 
ных элементарных частиц и рождении новой «сложной 
частицы». Естественно, что при таком подходе возникает 
весьма сложная задача о том, как описывать взаимодействие 
между этим большим числом внозь введенных в теорию 
сложных частиц. Мы не собираемся останавливаться на этой 
проблеме, так как не встретимся здесь с необходимостью 
вводить сложные частицы. 

Далее встает вопрос об описании начальных состояний 
нпространственно-разделенных частиц. Напомним, что в обыч- 
ном изложении, когда возможностью образования связанных 
состояний пренебрегают, можно разбить полный гамильто- 
ниан Н на «кинетическую энергию» Ну и взаимодействие У, 
причем начальные состояния, сколько бы свободных частиц 
в них ни было, являются собственными функциями НУ. 
Однако при таком разбиении из Ну выбрасывается как само- 
действие (благодаря чему частицы в начальном состоянии 
оказываются не реальными, а фиктивными свободными части- 
цами), так и та составляющая взаимодействия, которой 
обязаны существованием сложные частицы (у Ну таких частиц 
не будет). Мы хотим теперь так выделить Ну, собственными 
функциями которого будут начальные состояния, чтобы 
избегнуть обеих этих неприятностей. Этого можно будет 
добиться с помощью следующего построения [18] !). 

2.3. Рассмотрим систему, описываемую полным гамильтонианом 
Н. (Мы производим построение, руководствуясь принципом соответ- 
ствия с обычной теорией.) Обозначим через Ю, пространство, состо- 
ящее из единственного вектора, описывающего состояние вакуума. 

  

  

1) Дальнейшее построение, весьма существеиное для идейного 
обоспования наших основных положений (свойства 1.6 и всего, ка- 
Сающегося составных частиц), читатель, интересующийся лишь 
непосредственно дисперсионными соотнощениями, может и пропу-
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Обозначим через А, пространство всех одночастичных собственных 
состояний, т. е. таких состояний, в которых имеется только одна 
реальная элементарная частица. Если рассматриваемый гамильто- 
ниан допускает существование связанных состояний, то у него будут 
еще и собственные состояния, в которых имеется один связанный 
комплекс из 2, 3,... реальных элементарных частиц. Натягнвающиеся 
на такие состояния пространства обозначим через Ло, Ю.,... со- 
ответственно. Заметим, Что все базисные состояния, на которые 
натянуты пространства Ау. А, А.,..., можно охарактеризовать как 
одночастичные. Мы имеем при этом в виду две особенности таких 
состояний: во-первых, они, с точки зрення их наблюдения, обла- 
дают некоторой степенью локализации (ср. остроумное определение 
с помощью ряда мысленных экспериментов у Хаага [17] ), во-вторых, 
они являются стабильными. 

Пространство, векторы которого можно будет рассматривать 
как функции, описывающие нужные нам начальные (или конечные) 
состояния, отвечающие любому числу реальных, но между собой 
не взаимодействующих из-за пространственной сепарации частиц, 
получится при этом очевидным образом, как прямое произведение 
всех пространств А, А., Ю.,..., причем каждый из множителей 
может входить в это произведение произвольное число раз, в со- 
ответствии с тем, что в начальном состоянии может быть про- 
извольное число частиц каждого сорта: 

R= Ю№Юх КЮ <... ЮВА: <... < КЮ Х Юз х...К Вх... (2.1) 

«Свободный» гамильтониан, собственными функциями которого 
являются функции, описывающие начальное состоянне реальных 
не взанмодействующих друг с другом частиц, можно теперь по- 
строить так: 

Введем операторы проектирования Р., Р1,..., Ру, ... гамиль- 
тониана Н на пространства А, Ry,..., Юд,..., и определим «сво- 
бодный» гамильтониан Ну как прямую сумму 

Hy = Р.НР, + Р.ЧР, + РЧР. +... + Р.НР. + Р.НР.-+ ... (2.2) 

Полный гамильтониан НР можно будет записать тогда, как 

H+ Hj +V~ Hy +(H— A). (2.3) 
Гамильтониан взаимодействия У описывает теперь имеино только 

взаимные действия частиц, но не самодействие, которое благодаря 
избранному методу построения полностью содержится в гамильто- 
ниане Ну. Точнее, У описывает даже только ту часть взаимодей- 
ствия, которая ответственна за процессы рассеяння и рождения 
  

стить. Знакомым с обычной пергнормировочной техникой Швин- 
гера — Дайсона мы можем сказать, что проводимые ниже мелким 
шрифтом рассуждения (в части, не касающейся связанных состояний) 
сводятся к использованию только перенормарованной 3-матрицы, 
для которой 

(01510) =1Т и {11$ =1.
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частиц, поскольку взаимодействие, слерживающее элементарные 
частицы в составе комплексов (‹слэжных частиц»), также уже вклю- 
чено нами в Не. Поэтому при рассмотрении предельных переходов 
к начальному или конечному состоянию, Ё-> со, мы можем рас- 
порядиться взаимодействием У без всякой осторожности, например 
просто использовать адиабатическое выключение; ни к исчезновению 
самодействия, ни к распаду связанных состояний это теперь не 
приведет. 

2.4. Использовавшиеся в предыдущем построении ссылки 
на гамильтониан носили, разумеется, чисто иллюстративный 
характер и преследовали лишь цели возможной простоты 
изложения и его связи с общепринятым. Это построение 
надо рассматривать лишь как пример того, как, исходя из 
обычной теории, можно достигнуть выполнения основных 
физических допущений, к формулировке которых мы сейчас 

переходим. 
Подчеркиваем, что хотя, с одной стороны, все эти допу- 

щения выполняются в обычной теории, но мы не считаем, 
что они полностью исчерпывают ее содержание. Мы остав- 
ляем этот весьма интересный вопрос открытым. Равным обра- 
зом мы не собираемся здесь рещать и более общий вопрос 
о том, образуют ли наши допущения в какой-либо степени 
непротиворечивую полную и независимую систему аксиом — 
эти допущения надлежит рассматривать не как попытку соз- 

дать такую систему в смысле, который вкладывается в это 

понятие математиками, а лишь как собрание предположений, 
которые потребовались нам для построения вывода диспер- 
сионных соотношений. 

2.4.1. Все наши допущения уместно разделить на две 
группы: общие свойства, обязательные, с нашей точки зре- 
ния, для весьма обширного класса возможных теорий, и сле- 
циальные свойства локальности, связанные с налагаемым 
нами требованием выполнения микроскопической причинности. 
Наложение последней группы требований необходимо, чтобы 
получить дисперсионные соотношения обычного вида. 

|. Общие свойства 

(1) В соответствии со сказанным выше мы принимаем гай - 
зенбергову постановку задачи. Будем считать, что асимпто- 
тические состолния системы представляют собо4 совокупно- 
сти некоторого числа бесконечно удаленных друг от друга
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элементарных и составных частиц. Взаимодействие между 
этими частицами равно нулю, и потому такие величины, как 
энергия, импульс и т. д., являются аддитивными. Такие 
состояния описываются амплитудами | ), являющимися эле- 
ментами линейного пространства, которое можно представлять 
себе построенным с помощью приема, описанного выше. 

(2) Будем считать, что у нас имеется некоторая группа @ 
преобразований ZL, которая включает в качестве подгруппы 
группу Лоренца % (@ может включать и другие преобразо- 
вания, например изотопические, градиентные преобразования 
и т. п.). Под действием Ё из С амплитуды ‘состояний пре- 
образуются с помощью некоторого ее унитарного предста- 
вления с элементами ИГ !). 

(3) Если в состоянии | р) вектор энергии-импульса р имеет 
определенное значение, то 

Ит, | ру = ет | р}, (2.4) 
если [,— трансляция х > х-- а. Существует состояние |0), 
для которого 

Ur,,| 0) =|0) (2.5) 
— состояние вакуума. 

Аналогичные свойства могут быть сформулированы и для 
других подгрупп @, в частности для представлений, соответ- 
ствующих моменту. 

(4) Существует система собственных амплитуд состояния 
4-импульса, отвечающих неотрицательным значениям энергии, 
которая является полной, так что 

(«| АВ[В) == (я[ 410) (0 В |8) + 
+ [ак {>| А| ик) (ик В|8). (2.6) 

  

  

') В аналогии с рассуждениями Хаага [17| заметим, что для 
одночастичных состояний (7; образуют неприводимые представле- 

ния группы С. Далее, из выполненного выше построения можно 
было бы установить, что для всякого асимптотического состояния, 
поскольку оно всегда изображается вектором в пространстве, обра- 
зованном прямым произведением пространств одночастичных состоя- 
ний, инфинитезимальный оператор (ут будет прямой суммой инфи- 

/ 
нитезимальных операторов у, соответствующих непризодимым 

представлениям. Отсюда, в частности, следозало бы тогда и сделан- 
ное выше утверждоние об алдитивности интегралов движения.
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Здесь и означает совокупность всех остальных дискрет- 
ных и непрерывных квантовых чисел, которые в совокуп- 
ности с К полностью характеризуют состояние. 

(5) Предметом теории является изучение вероятностей 
переходов между такими асимптотическими состояниями. Бу- 
дем считать, что каждому переходу между состояниями |4) 
и |3) отвечает определенная вероятность, обычным образом 
выражающаяся через матричные элементы некоторого уни- 
тарного оператора 5, 

  

$5+=1. (2.7) 
(6) Поскольку мы считаем олдночастичные состояния со- 

стояниями реальных частиц, то одночастичные состояния 
н вакуум будут у нас стабильными, т. е. будет 

$ |2) = |2), (2.8) 

если |4) — амплитуда состояния вакуума, одной (стабиль- 
ной), — элементарной или составной, — частицы. 

2.4.2. Прежде чем переходить к изложению специальных 
локальных свойств, сделаем некоторые замечания. 

Очевидно, что наши асимптотические состояния, отвеча- 
ющие наличию определеиного числа п частиц определенных 

сортов &; с определенными импульсами р;, можно получить, 

если ввести обычным образом операторы рождения at (Pi) 

  

и уничтожения a.) (Pi) UaCTHULBI 2;-FO COPTa C HMIMYAbCOM Pj; 

и подействовать ими на амплитуду состояния вакуума: 

|1 р:;...; ира) = а") (ру) ... ae (pr) | 9), (2.9) 

причем из того обстоятельства, что наши пространслвенно- 
разделенные частицы не взаимодействуют, будет следовать, 
что операторы alt), al—) удовлетворяют обычным перестано- 
вочным соотношениям 

[4 (р), а (р’)] == „8 (р — р); (2.10) 

[at (p), af) (p)] = 0. (2.11) 

Из свойства 1. (2) будет тогда следовать, что при преобра- 
зовании [ из С операторы а(+)(р) переходят в 

а") (р) —> а) (р) = Ива) (р) ИЕ: (2.12)
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Чтобы можно было сформулировать условие причинности 
(и вообще проводить какие-либо рассуждениз о локальных 
свойствах теории), нам, очевидно, необходимо как то нау- 
читься различать отдельные точки пространства-вре- 
мени. Для этой цели мы построим из операторов рождени1 
и уничтожения элементарных частиц обычные простран- 
ственно-локализованные комбинации: 

  

  

ик 2 "К ike os) ike of—) (ey 209 — бор ] rags (AI) oe га), (2.13) 

kx = h9x°—kx, k= + Vk?4+ m? 

где мы, чтобы не загромождать изложения, выписали фор- 
мулу, относящуюся к вещественному скалярному полю 1). 

Дальнейшее изложение в обычной теории можно было бы 
вести примерно следующим образом. Матрицу рассеяния $ 
всегда можно мыслить в виде функционального разложения 
по операторам рождения и уничтожения (ср. [26] ): 

— У, [ dk, ... dk, dk’... dk’ f'™k; k’) 
l,m 0 

X alk)... a (K,) A) (Ki). aK) (2.14) 

(для простоты мы считаем временно, что работаем с бозе- 
частицами одного сорта). Такое разложение можно было бы 
переписать с помощью (2.13) в разложение по нормальным 
произведениям полей $ (х): 

vO 

~ м ¢ $= У, [ах Oo Akg f(Kpo vey yl (5)... 9 (%) (2.15) 
n=) 

и определить после этого образование вариациоиной про- 
85 . 

изводной $-матрицы по 110.110 9 (X), 5205’ с помощью сле- 
‘3 

  

1) Имеино в этом пункте мы впервые сталкиваемся с разли- 
чием между элементарными и составными частицами. Для последних 
хотя и можно было бы ввести формально определение типа (2.13), 
но физический смысл таких комбинаций был бы в достаточной 
степени темным.
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дующей операции: берется сумма всех выражений, полу- 
чающихся из каждого члена (2.14) последовательным вычер- 
киванием одного из $ (х%;) с заменой на 6 (х—х;). 

После этого матричные элементы матрицы рассеяния 

вы == (Ри, ..., р, я, |5 риа, ..., ря) (2.16) 

можно было бы свести к вакуумным средним «радиацион- 
ных операторов»!) . 

aus 
59 (x1). .’ Pan (Xp) 

  H (2X4, 0+.) X,)= St. (2.17) 

В самом деле, в силу (2.9) матричный элемент (2.15) можно ие- 
реписать в виде 

(0 

Ограничиваясь для простоты опять случаем скалярных веществен- 
ных полей, заметим, что из (2.10), (2.11), (2.13) получается 

  

a,” (Pr) +++ a) (Br) Sal (py). a (By) | OY (218) 
rT “ 5 ° 

  

  

5 -ipe 
(+) (my) ae OP 

Kz (x), a, (р) (2=) У 2ро ’ | 

0 Tipe 2.19) (~) ие | (2. 
[2 (р), Фр’ (x)| (2) V 20 ’ 

где po=+ Ур? -{ т?, ) 

откуда для перестановочных соотношений операторов рождения 
и уничтожения с матрнцей рассеяння следует: 

ба‘) | ° и 55 e ipe | 

| 4, (p)| = (Qn) a | 4%, (x) V 2p) | 

. BS ее | (2.20) 

| 
) 

  

l 
(—) =—= -——_——_- --— — —— 

[а (р), S| (2n) "2 ] ax 89, (x) ¥ 20 ’ 

где опять po = У р? m?. 

~ —_—— ———— 

') Вообще мы будем называть радиационным оператором 
всякое выражение, которое можно получить из $ и S+ примене- 
нием конечного числа операций вариационного диффереицирова- 
ния по операторам поля и умножения, если только 3 и 5+ входят 
в такое выражеиие одинакозое число раз. Полное число фигури- 
рующих вариационных дифференцирований будем называть поряд- 
КОМ радиационного оператора.
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Перетаскивая теперь в (2.18) все операторы рождения налево, 
а операторы уничтожения направо, где, подействовав на вакуумную 
функцию, они дадут нуль, получим (мы предполагаем, что все им- 

пульсы р.,..., р, и Р.,...,р, различны, в противном случае воз- 
никли бы еще члены того же вида, но меньшей степени), что (2.16) 
можно записать в виде интеграла 

7 ct 
КУР - У) é     
  

  

  

1 

Swot = 3 (r+s) fax ax dx’ : x #1) (0 1 eee rete 3 7+3 0 7 

(2x) 2 2—5 Ур... рр°...р’0 

57+) $ 

0]: ~ - 0 <( Fp (x1)... oP, (х,) Фр’ (х1) ... BP 0, (x‘) ). 

mae Pi=V Pi+ mj - 
(2.21) 

Под интегралом в (2.21) стоят как раз вакуумные средние от только 
что определенных радиационных операторов (2.17). Действительно, 
в силу условия стабильности вакуума 1.6 мы имеем 

5+3) < a7 +9) 5 

3 $ O)=( OFF - $+ 
(° 5G, (Ht) «+ 89,4 (x5) ) Bp, (4) BRA! (2) о). 

(2.22) 

    

Заметим, однако, что в этом выводе мы по существу рас- 
сматривали (Xx) как произвольную функцию. Но (2.13) 

+ 

нельзя, вообще говоря, разрешить относительно a), по- 
скольку это выражение определяет не произвольную ф(х), 
а только $(х), обязательно удовлетворяющую уравнению 

(— то (%)=0. (2.23) 

Поэтому из (2.14) нельзя получить (2.15)-— функционал, 
определенный для более ширского класса операторных функ- 
ций $(х), не обязательно удовлетворяющих уравнению (2.23). 
Далее, мы, казалось бы, произвольным образом назначили 
правило вариационного дифференцирования по © (х). Нако- 
нец, перестановочные соотношения (2.19) получаются из 
(2.10,11), (2.13) опять-таки только для $(х), удовлетво- 
ряющих уравнению (2.23), мы же пользовались ими для 
произвольного ¢ (x). 

Смысл проведенного преобразования сводится к тому, 
что мы фактически расширили определение $-матрицы, -CHH- 
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мая в (2.15) ограничение (2.23) и рассматривая матрицу рас- 
сеяния как функционал от произвольных, но коммутирующих 
(или, для фермиевских полей, антикоммутирующих) $ (х) 1). 
[ри этом все, что нам потребуется для дальнейщего, — это 
перестановочные соотношения (2.19) этих функций с опе- 
раторами рождения и уничтожения, позволяющие установить 
(2.20) и тем самым правило для сведения любых матричных 
элементов матрицы, рассеяния к вакуумным средним от ра- 
диационных операторов. Поэтому мы не будем более ссы- 
латься на аналогию с обычной теорией, но просто потре- 
буем выполнения следующих: 

ПИ. Локальных свойств 

(1) Элементарные частицы характеризуются бозонными 
и фермионными полями $(х) с обычными трансформацион- 
ными свойствами свободных полей. Оператор $ обладает 
вариационными производными любого порядка по этим по- 
лям 2). Радиационные операторы (2.17) и их произведения 
с независимыми аргументами являются интегрируемыми, т. е. 

  

Г) Подчеркнем, что такое расширение никоим образом не выво- 
дит нас за рамки обычной теории. Действительно, и в обычном из- 
ложении «поля» $›(х) играют двоякую роль: во-первых, сам опе- 
ратор 5 мыслится функционалом от этих полей, а, во-вторых, со- 

ответствующие полям операторы рождения и уничтожения а(*) слу- 
жат для вычисления матричных элементов этого оператора. При 
этом в первой из этих ролей поля всегда стоят под знаком хро- 
нологических или нормальных произведений и потому коммутируют 
(антикоммутируют) друг с другом. Кроме того, в этом случае при 
варьировании не налагается ограничений, связанных с тем, чтобы 
поля удовлетворяли каким-либо уравнениям. Фактически это экви- 
валентно допущению, что 5-матрица рассматривается как функционал 
от произвольных классических функций $, (х), в точности комму- 
тирующих (антикоммутирующих), которые обладают лишь транс- 
формационными свойствами квантовых полей. Наоборот, при 

вычислении матричных элементов существенно, что а(=) являются 
Операторами, обладающими свойствами (2.19). 

2) Вариационные производные имеют здесь все свои обычные 
свойства. Их трансформационный характер определяется трансфор- 
мационным характером полей $(х). Производные матрицы 5 по 
бозонным полям коммутируют, а по фермионным — антикоммути- 
руют между собой.
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все матричные элементы 

(«| Н(х:,..., №)... Н(@ь..., 2т)|®') 

суть обобщенные функции, интегрируемые в одном из клас- 
сов С (4,/) (см. (1.1), (1.2)). 

(2) Выполняется условие причинности в форме 

5 65 + 
|S ич = x < yt), . 

89 (х) 5$ (у) $ О для х<у') (2.24) 

(3) Матричные элементы матрицы рассеяния можно пре- 
образовать в вакуумные средние радиациониых операторов, 
пользуясь формальными соотношениями 

  

  

Spr ет 
oO, ), (+) — ee [ea (P))_ = Soe Ут 

i} fey) a. dep e PP (2.95) 
[а, (р), $» х)|_ (2) Y 2p0 ’ 

p=t+Vpr+tm, | 
и аналогичными соотношениями для фермионов 2) 

4,5” 

К, Eee] = BPP, pV EM, 

[Саи (р”). $, (%)] = [8 р). $ (х/)], =0. 
ats ИИ 

[%, (5), воз (р). = a mee р° = Ур? Ме. 
nm) ? 

| 

(2.26) 

Г) Это условие причинности совершенно аналогично использо- 
вавшемуся в [16], куда мы н отсылаем читателя. Обозначение 

ху означает, что точка х лежит раньше точки у, либо отделена 
от нее пространственно-подобным интервалом. 

2) Приведем для справок основиые формулы для спинорного 
поля, Которые выполняются в обычной теории свободиого поля 

в употребляемой нами нормировке. Для оператора поля %) (х) мы 
пишем разложение 

  

4, (Хх) = ja {elke a“ (k) ot) (k) +e th ut (k) bt (K)} 

(2.27) 

1 

(2x), 

ро = + Vk2+ MM,
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Заметим в заключение, что для вычисления любых ма- 
тричных элементов $-матрицы нам нужно было бы иметь 
какие-то аналогичные правила и для преобразования в радиа- 
ционные операторы матричных элементов по состояниям, 
  

где -. хи 5$ — квантовые числа, определяющие частицу, антича- 

стицу, спиновое и изотопическое состояние, 6'*) — операторы 
рождения и уничтожения фермиона в соответствующем состоянии, 
и, — соответствующие спинорные амплитуды. Тогда для дираков- 

ски сопряженного оператора * (х) получим разложение 

a) = ae fa (el eH ay BLD, (ay +m a0) Oe WO} 
(2r т 

(2.28) 

=+ VR 
Операторы рождения и уничтожения удовлетворяют антиком- 

мутационным соотношениям 

и. (К), EF rare]. = Ap доу бы быв (К -- К; (2.29) 

остальные антикоммугаторы равны нулю. Имеют место соотношения 
эрмитова сопряжения: 

(6, к =, (к; (59, =, — (2.30) 
Из того, что %) удовлетворяет уравнению Дирака 

‚9 v\ _ |, 9 _ 5 

следует, что амплитуды и(:!)“; удовлетворяют уравнениям в импульс- 
ном представлении 

(1 — Ми‘ < (К) = 0;  и+ (К) (142 — М) =0 

9 = + VR Me? 
и (2.32) 

(yk — М)и-"*(—К)=0;  1-°(—К) (#-- М) =0 
=-- Vk?+ M. 

Кроме разложений (2.27), (2.28), нам будет удобно использо- 
вать и фурье-преобразования 

YW (4) = on )4 Дет (p) dp (2.33) 

Н 

y (0 = oat [евр фу ар, (2.34)
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включающим сложные частицы. Это — весьма актуальная и важ- 
ная задача, но она могла бы составить предмет самостолтель- 
ного исследования и здесь мы не будем ее касаться. Для 
вывода наиболее интересных дисперсионных соотношений 
мы с решением этого вопроса не будем иметь дела. 
  

в которых не предполагается, что (x) u Uy (4) удовлетворяют 
каким-либо уравнениям и соответственно все четыре компоненты 
импульса считаются независимыми. Для функций, удовлетворяющих 

(2.31), операторы *). (р) и “. (р) связаны с операторами +) (р) соот- 
ношениями 

4) (р) = 2 (25) 6 (ро — У ре М) и 5 (р) 5 (р) 

+ 2x (Qn) (po + V p?+ M?) ay S(— p) 64 4(— p) (2.35) 
И 

D (p) = Qn (2x) (м — УЕ М) и: (р) И (р) + 

+ 2n (On) (po + Vp? М) и. 8 (— р) 22 (— р). (2.36) 
$ = (а, $} 

Из разложений (2.27) и (2.28) и перестановок (2.29) непосред- 
ственно получаются постулированные в тексте антикоммутаторы 
(2.26). Выпишем еще формулы для перестановок операторов унич- 
тожения и рождения частиц с матрицей рассеяния 

b\-2, (p”), S]) = | dxf a2, (p”), 4 | [ 64-2. (p”) |. f x| 2, (p”), Ol “Cx” | 7) 

| [$93]. = Га 0, 5] 
Заметим, что в отличие от бозевских полей, когда формулы (2.20) 
были в равной степени применимы как к самой $-матрице, так и 
к любой ее вариационной производной, (2.37) применимы только 
к самой $-матрице; для взятия последующих вариаций по ферми- 
онному полю нужные формулы приходится, из-за антикоммутатив- 
ности вариаций, выводить заново. 

+ ony ay:
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ОПЕРАТОРАМИ 

3.1. В предыдущем параграфе мы ввели радиационные 
операторы различного порядка. Сейчас мы хотим исследовать 
свойства таких операторов первого и второго порядка не- 
сколько подробнее. Поскольку многие выкладки будут при` 
этом совершенно тривиальны, хотя и займут немало места, 
то мы отнесем значительную часть в мелкий шрифт. Читатель 
может обращаться к такому материалу только в той степени, 
в какой соответствующие формулы понадобятся для даль- 
нейшего. 

Прежде всего конкретизируем изложение, ограничившись 
практически важным случаем взаимодействия фермионного 
(нуклонного) и бозонного (х-мезонного) полей. Мы рассмотрим 
только основное изотопически инвариантное взаимодействие 
и не будем принимать во внимание наличие электромагнит- 
ного и слабого взаимодействий. 

Как обычно, нуклонное поле мы будем описывать спинором 

у 
у = (FO). (3.1) 

YN (xX) 

и | Где р и Фк — четырехкомпонентные спинорные волновые функцин 

протона и нейтроиа соответственно. 
Мезоиное поле будем рассматривать как поле с тремя веществен- 

ными псевдоскалярными компонентами $,(х), образующими вектор 

в изотопическом пространстве. При этом, как обычно, частицам 

я, ти по будут сопоставляться линейные комбинации 

и 9 _ Pi is 
—_, _ =, = Ys. 3.2 Py V2 V2 Фо $з ( ) 

3 Зак. 2670. Боголюбов и др.
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Выбор вещественного представления, хотя принципиальио и необя- 
зательный, несколько упростит дальнейшие рассуждения. Мы будем 
считать, что группа С включает в себя, кроме группы Лоренца, 
вращеиия в изотопическом пространстве и градиентиые преобра- 
зоваиия первого рода фермиоииых полей: 

+ (х) >24 (х), —а= сопя. (3.3) 

Простейшими радиационными операторами будут опера- 
торы первого порядка. В силу выбора вещественных $» (Х), 
таких операторов будет три (вместо четырех в противном 
случае), именно: 

— 55 
5 = «О = — Под 

Je (a=! | oy (x) 
). 

(3.4) 

Мы будем называть эти три оператора токами *), первый — 
бозевским, два последние — фермиевскими. Легко видеть, 
что всилу унитарности $ и вещественности $, (х) бозевский ток 
7, (х) эрмитов. В самом деле, выполняя в первом из (3.4) эрми- 
тово сопряжение и пользуясь унитарностью 5-матрицы, полу- 
чаем 

oy, (x) 

Де (х) =], (<). (3.5) 

Вопрос об эрмитовских свойствах фермиевских токов отложим 

до $5. 
Для дальнейшего нам будет существенно отметить, что 

вакуумные средние токов равны нулю: 

(011, ()10) =0, (025 (5) 10) =0, (09| < (2) [0) =0. (3.6) 
Для бозевского тока это следует из инвариантности отно- 
сительно отражений, а для фермиевских — из инвариантности 
относительно градиентных преобразований (3.3). 

Радиационных операторов второго порядка (простейшего 
вида (2.17)) в нашем случае можно написать шесть. Ва- 
  

1) < — грузинская буква «HH». 
2) Название ток основывается на аналогии с теорией возмуще- 

ний, где первый из этих операторов в первом приближении будет 

пропорционален просто %1,,ф — току невзаимодействующих фер- 
миевских частиц. Одиако слова «бозевский» и «фермиевский» мы 
употребляем здесь в иесколько необычном смысле, отмечая ими, по 
какому полю проводилось варьирование.
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куумные средние четырех из них 

      

Olga” |P=% Ol aps [=o 3 
(0|scaperoy S* [=O (0 Wty + | 0)=0 

  

  

  

равны нулю на тех же основаниях, что (3.6). 
Итак, если бы мы интересовались только вакуумными 

средними радиационных операторов, то из операторов вто- 
рого порядка типа (2.17) нам осталось бы рассмотреть 
только два оператора 

52$ + 
59 ри () 8$ь (У) (3.8) 

И 

— 8% st (3.9) 
8% (х) 5% (у) 

Как мы увидим ниже, для вывода дисперсионных соот- 
ношений для мезон-нуклонного рассеяния нам также будет 
достаточно рассмотреть лишь радиационный оператор (3.8), 
точнее, его матричный элемент между двумя однонуклонными 
состояниями. Поэтому мы сосредоточим ниже свое внимание 
на рассмотрении именно этого оператора, имея в виду, что 
для других радиационных операторов подобное исследование 
выглядело бы совершенно аналогично. 

3.2. Чтобы пояснить идею плаиируемых выкладок, иапомним, 
что вакуумное среднее от радиационного оператора (3.8) в суще- 
ственном совпадает с функцией Грина для бозонов, т. е. с вакуум- 
ным средиим OT Г-произведения двух операторов «настоящего» 
бозонного поля. С другой стороны, в теории свободного поля иа- 
ряду с Г-произведением оказывается весьма полезным рассматри- 
вать и различные другие произведения (обычное, симметризованиое 
и т. д.), что приводит к введению наряду с причинной функцией 
и других сиигулярных функций. Мы хотим проделать теперь то 
же самое здесь, т. е. ввести иаряду с радиационным оператором 
(3.8) другие операторы, связанные с ним так же, как различные 
сингулярные функции свободного поля связаиы с причинной. Введе- 
ние таких операторов окажется чрезвычайно полезным для даль- 
нейшего. 

Вычислим для этой цели вариационную производную от введен- 
ного выше оператора тока (3.4.1). Получаем 

Bip (4) 82S sta 3$ 551 

66 (У) Фр’ (х) 69, (У) Op! (x) 8p (y)’ 
  (3.10) 

3%
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где один из членов справа как раз совпадает с радиационным 
оператором (3.8). Второй члеи справа можио выразить через про- 
изведение двух операторов тока, после чего приходим к соотно иению 

eS dj,’ (x) 
р ло. 5p,’ (4) 89, 0) Je!) Ip ODF Bey 

Jlepaa uacTb (3.11) CHMMeTpHuHa OTHOCHTeAbHO MepecTaHoBKH Fp’ (+) 
и 9» (У). Поэтому, совершая такую перестановку, получим для того 
же оператора (3.3) еще и другое выражение: 

eS, bie (9) 
gp (x) ppg) 2 APY Se ODF pg r(x)’ 

Отдельные члены в правых частях этих выражений являются не- 
которыми из новых радиационных операторов, которые мы вводим. 

3.3. Нетрудно уловить смысл введенных операторов. Действи- 
тельио, первые члеиы в правых частях (3.11), (3.12) — это просто 
произведения токов, т. е. операторы, которые соответствуют сингу- 

лярным функциям ВС) и DD) теории свободиого поля. Ниже, 
рассматривая их матричные элементы, мы увидим, в каком имеино 
смысле они действительно содержат лишь частоты одного знака, 

Чтобы выяснить смысл вторых членов в (3.11), (3.12), распишем 
их через 3-матрицу и обратимся к условию причинности И, (2) 
из $ 2. Мы увидим тогда, что 

; 5 о’ (x) — 5 oS 

Фр (У) — 6592(у) \5$ь' (Хх) 

51 (У) 6 ( 95 *) =: $ = 0 = ’ 3.14 Sep (x) — бед \50)° ‚ ви SY (3.149) 
oj’ (x) bje(y) 

т. е. операторы — 15 ь (у) — bpp’ (x) 

как опережающая и запаздывающая функции Грина. 
Если учесть теперь соотношения (3.13), (3.14), то мы получим 

из (3.11), (3.12), что 

825 СТ 
ор’ () 9¢0(y) —joly) je (*) при ухх 

  

(3.11) 

  (3.12) 

    s*)=0 если ух, (3.13) 

  

ведут себя так же, 

т. е. радиационный оператор (3.8) выражается через Г-произ- 
ведение бозевских токов \)}: 

525 
99’ (х) 5Фь (У) $“ =— 7 (4 (х) 0) ). (3.15) 

  

1) Подчеркнем, что формулы (3.15’), фактически являющиеся 
определением фигурирующего в (3.15) Г-произведения, определяют
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Наконец, выполняя над (3.11), (3.12) антисимметризацию и сим- 
метризацию, мы придем к комбииациям, аналогичным сингулярным 
функциям ри р: 

Sfp’ (x) + . 6]р (У) 

  

о) ТА = ФЛ О) Jo) Jor 9) (3.16) 

И 

р, _ 62S Bio(y) _ ‚8 (4) 
Jo’ (4%) (у) + Л») Л (<) = А ьто) — бб 0). 

(3.17) 
В частиости, из (3.16) следует, если учесть (3.13), (3.14), что 

[ie’ (x), Jo(y)] =O для ху, т.е. (х— у< 0, — (3.18) 
т, е., что для аналогичного О-функции радиационного оператора 
сохраняется ее важнейшее свойство — обращаться в нуль вне 
светового конуса. Мы хотели бы здесь подчеркнуть, что такая 
особенность обусловлена наложенным нами требованием причинно- 
сти (П. (2) из $ 2). Более того, рядом авторов именно требование (3.18) 
использовалось при выводе дисперсионных соотношений в качестве 
условия причиниости 1). 

Для дальиейшего иам поиадобится еще соотношение 

Bip (x) _ (.8/ь’ (х) \+ 
0) = ( oy) 

справедливость которого становится очевидной, если вспомнить, что 
как о’ (х), так и $р(у) эрмитовы. 

3.4. Перейдем теперь к установлению следствий, которые вы- 
текают для матричных элементов радиациоиных операторов по лю- 
бым состояниям из требования трансляционной инвариантности. 
Как хорошо известно, для матричных элементов операторов вто- 
рого порядка по вакууму это требование приводит к тому, что 
матричные элементы могут зависеть только от разности х-— у. 
Для матричных элементов по любым состояииям положение вещей 
несколько усложняется, хотя и не принципиально. 

Достаточно, очевидио, ограничиться рассмотрением матричных 
элементов по состояниям с определенным полным импульсом P,|p, S) 
(остальные кваитовые числа обозначаем через $5), образующие со- 
гласно допущеиию 1. (4) из $ 2 полиую систему. Итак, рассмотрим, 
например, матричный элемент между состояниями | р, 3) и |р’, 3’) 

(3.19) 

  

  

его лишь для х = у. Для х = у значение (3.15) остается неопреде- 
ленным, что скажется ниже в возможности добавить к соответ- 
ствующим фурье-образам некоторые произвольные полииомы. 

1) Заметим, что одно требование (3.18) еще не обеспечи- 
вает выполиение условия причинности (2.2). Условию (2.2) экви- 
уалентна совокупность условия (3.18) и соответствующих граничных 

AOBUY, |
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радиациоииого оператора (3.8) 

525 

PS" carte & [> S) 
В силу ee инвариантности должно быть 

  

  

  

  

    

  

St ,S — 

(р У тб) (x) Be() > P ) 

= (P" St | та оо З+е- 14 | 5) бфр/ (Хх — а) 8$р(у — а) | 

— i(p’—p)a ree 825 + г (21.5! texte) teal cay 8” |P 5), 

    

где р — оператор полного 4-импульса, собственными состояниями 
которого являются по допущению состояиия |p, S) u |p’, S’). Bar- 

  

гу 
бирая теперь а равным + ), видим, что оператор под знаком 

матричного элемента оказывается зависящим только от разности 
(х-— У). Следовательно, можно записать: 

aw (x — У), 
828 

(' У Sepp’ (x) 5$р(у) s*|p, S)=e 
(3.20) 

где множитель { добавлен из соображений соответствия с опреде- 
лением сиигулярных функций для свободного поля. Тем же опре- 

деляется и значок су Е“). Здесь и ниже в формулах (3.20) — (3.25) 
ради ‚краткости совокупчость индексов р, р, 5 обозначена через а, 
а-- р’, р’, 5’ — через o. 

Совершенно аналогично могут быть представлены матричные 
элемеиты и для других радиационных операторов второго порядка: 

pl—p a —— (2+9) pe) 
  

  

  

       

      

  

5” $; (2+9) 
р 5) =-—2 Раь (х— У), — (3.21) 

(2.59 | ут Pao (Yh (3.22) 
ps2? (ory) 

(р’, 5711’ (х) (у) — Joly) ip’ (Ip, S)=—ie * Рии(х— У), 
(3.23) 

, , 2? (a+-Y) 
(p', S| fot (4) jo (Y) +o OD ie (1 PS) =e? FO(x—y), 

(3.24) 
,| 30), 8 (<) iP wry — 

2 (р, 5 о +30) 125)=—° Faw (*+ У). 
(3.25)
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3.4.1. Для произведений токов можно, конечио, тоже, с учетом 
трансляционной инвариантности, выписать выражения: 

РР (оу) 
(р’, 5” |1’ (Хх) РО) |р, $) = —@ ВС.) (х— у), (3.26) 

(р’, 57 [12 (у) № (хр, $) = * Ft) (х— У). (3.27) 

Однако здесь можно пойти и дальше и выяснить структуру функ- 

ЦИИ РС) более подробно. Именно, в силу допущения 1. (4) из $ 2 
о полноте системы функций с определениыми импульсами, можем 
разложить матричный элемент в левой части (3.26) в произведение 
матричных элементов тока: 

(p's 5' |1’ (*) ЛО) р, $) = 

— fat У (р’, 5" [и (х)|Кп) {Кл |1 (У) р, $). (3.28) 

Теперь можно будет воспользоваться требованием трансляционной 
инвариантности для каждого из фигурирующих в (3.28) операто- 
ров тока и правая часть примет вид 

ьл . . —tk, (w—y)+ip’x—ipy 

У, [к <’, $ ПИ ка) кпд, $) 
п 

(3.29) 

Сравнивая это выражеиие с (3.26), получаем явный вид функции 

ЕС, выражениый теперь только через матричные элементы 

токов в иачале координат: 

PS) (2) = a YY f ak р’ К, п) (К, п 1 © 1,5) Х 
п 

[ива reas) | 
Же ’ ; (3.30) 

  

3 

где Me = Re, т. е, в состоянии К, 7: Ro — ка = M?, 

Важность формулы (3.30) состоит в том, что поскольку, как мы 
установили выше, различные радиационные операторы второго 
порядка связаны друг с другом соотношениями типа (3.10—17), то 
она дает возможность в принципе выразить все радиациониые опе- 
раторы второго порядка через операторы первого порядка. Правда, 
как мы продемоистрируем в следующем параграфе на примере 
вакуумных матричных элементов (ср. также дискуссию в конце 
этого параграфа) при этом необходима известная осторожность
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в силу сингулярного поведения радиациоиных операторов .при сов- 
паленни аргументов. 

3.5. Из определений (3.20—27) и полученных ранее соотношений 
между радиационными операторами следует целый ряд соотноше- 

ний между функциями Е®,..., Е®). Прежде всего, пере- 
ставляя в (3.22) и (3.27) х и у, убеждаемся, что 

F2Sv (x) = Poot Frey (— x) (3.31) 

PUD) (x) == — Py FLD) (— 2), (3.32) 

где Poot означает оператор перестановки иидексов р и р". Теперь 

из (3.11) и (3.12) получаем: 

PO (4) = Pag) (4) + Paw! (2) = Pag) (4) + Pog: Paw (= *) (3.3341) 

PQ (x) = — FA) (2) + PEE (x) = Pag PS) (= 9) + FRE (x). (3.33.2) 
Используя еще и (3.16), найдем, что 

F gy (4) = РА (х) -- РЕ (х) = FL (ЕР (Хх (3.34) 

ИЛИ 

Peg (4) = Fg) (4) = Prog Fea) (= 8) = Pag (4) Prog Pate (4). (3:34) 
Сравнивая (3.25) с “on и (3.22), видим, что 

FI (x) PRY (x) FR (4) + Pop Put (= x) 
9 — = 9 ° (3.35) Гаь (Х) ==     

Наконец, сравнивая (3.24) с (3.26) и (3.27) и учитывая (3.17), 
обнаруживаем, что 

К (хх) ЗО) = (FS (a) +P, of a -(—х)) (3.36.1) 

И 

FO (xc) = 21 ©) (xy — iF te (xy — ай (х) = 

= 21 (FE) (x) — Fy, (*)). (3.36.2) 

Выпишем еще соотношения эрмитова сопряжения. Выпол- 
няя В (3.30) комплексное сопряжение, найдем, что 

FUG («) = — F*)(— 2x). (3.37)
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Далее, из (3.19) легко получить, что 

27% (х) = Pot Fret™ (x), (3.38) 

С помощью этих формул и выражеиий (3.34”), (3.35) функций Роз 

и ЁН., через Fret легко получить и правила для сопряжения 

функций Раь и Раь: 

Ра (Х) = Ро’ Раь (ХР (= Ри Еаь (х). (3.39) 

Одиако полиое эрмитово сопряжение должио включать в себя, 
кроме комплексного сопряжения и перестановки индексов а и о, 
еще и замену х на — х (перестановку хи у). Чтобы устаиовить 
правила для такого сопряжения, выясним свойства симметрии 

функций Ри F ues ‚ представляющие и самостоятельный интерес. 

Эти свойства совершенно очевидны из (3.347), (3.35): 

Ель (—-Х) = —Р‚ Paw (Xi Paw (— ¥) = Progr Paw (*) (3.40) ды ( 

и отличаются от свойств симметрии соответствующих свободных 
сингулярных функций лишь появлением оператора Р„о’, вырождаю- 
щегося в случае свободного поля в единичный. " 

С помощью (3,49) можно сразу написать 

Fem (0) = Pog (“=~ Faw (39: | _ “ _ (3.41) 
Раь (4) = F ва Хх) = Ру (Хх), J 

т.е. матрица Е„„(х) антиэрмитова, а матрица Н.„(х) эрми- 

това. Замечая теперь, что. 

FES) = Fay (2) + 5 Faw (> } 
; (3.42) 

PI (x) = Fy (4) — 5 Paw 

видим, 4TO Ff, (х) представляет собой эрмитову часть запаз- 

дывающей матрицы Р"® (х), а 5. F aw (X) — антиэрмитову. 

3.6. Возвращаясь теперь к свойствам симметрии (3.40), видим, 

что из эрмитовой и антиэрмитовой частей матрицы Р!% (х) 
aw 

МОЖНО образовать две комбинации, четные отиосительио отраже- 

ННЯ Х > — ©: . 

(1 — Poo’) Faw (— ©) = (1 — Poo’) Paw (X) (3.43) 

(1 + Poot) Faw(— x) = (1 + Pop") Pow (x); (3,44)
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и две нечетные комбинации: 

(1 ++ Po’) Faw (= *) = — (1 + Poo") Faw (*) (3.45) 

(1 = Pop’) Paw (— x) = — (1 + Pop’) Faw ( 2). (3.46) 

Эти свойства симметрии, переписанные в импульсном представлении, 
дадут нам возможность ниже, при выводе дисперсионных соотно- 
шений, избавиться от интегрирования по отрицательным значениям 
энергии. 

3.7. Вернемся, в заключение, еше раз к обсуждению 
соотношений (3.15). Как мы уже подчеркивали, они выра- 
жают возникающую в теории весьма любопытную ситуацию. 
С одной стороны, (3.15’) выражает радиационный опера- 

82S 

Po! (x) 8p, (¥) 
двух токов, т. е. через радиационные операторы первого 
порядка. С другой стороны, такое сведение операторов вто- 
рого порядка к операторам первого порядка не удается про- 
вести полностью: формулы (3.15’) ничего не говорят о зна- 
чении радиационного оператора второго порядка при совпа- 
дении точек х и у (точнее, конечно, о правилах интегриро- 
вания в окрестности х = у). Можно было бы сказать, что 

025 
адиационный оператор второго порядка — . st P ратор втор P BG 5" (x) 8$ (У) 

сводится к радиационным операторам первого порядка с точ- 
ностью OO произвольного квазилокального оператора. 
(Определение квазилокальных операторов см. [16].) При 
переходе к импульсному представлению этот квазилокальный 
оператор выразится в виде добавляющегося к фурье-образу 
произвольного полинома. (Ср. ниже дискуссию в $ 4 после 
(4.38).) Этот результат весьма близок к полученному одним 
из авторов (Н.Н.Б.) и Ширковым [16] при построении 
теории $-матрицы на основе разложения по малому пара- 
метру связи. Существенные отличия состоят, однако, в том, 
что, во-первых, эти авторы, имея в своем распоряжении 
лагранжиан, могли определить с его помощью степень про- 
извольЬного полинома и, во-вторых, что входящие в произ- 
вольные полиномы при различных степенях постоянные уда- 
валось в конце объединить в одном обобщенном лагран- 
жиане, При нашем же пути построения теории вообще без 

  тор St Broporo порядка через произведение 
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использования лагранжиана степень полинома приходится 
вводить в теорию как некоторое новое требование, опи- 
раясь, естественно, на соответствие с экспериментом. 

°— Возникающая для радиационного оператора второго по- 
рядка ситуация является не исключением, но правилом и для 
всех радиационных операторов высших Порядков. Именно, 
последовательным применением условия причинности (2.24) 
можно показать, что любой радиационный оператор (J+ m+ 
--п)-го порядка сводится к хронологическому произведению 
токов: 

gf tmt+ne + 

—   

$09)... ФО 0)... От) 89 (21)... 8$ (21) 
= I+3m+3 T° (д)... б)Б О)... 

... 901 (2) ... 1(2,)). (3.47) 
Отсюда, конечно, немедленно будет следовать, что любые 
матричные элементы такого оператора для всех различных 
аргументов X1,..., #2, будут выражаться через матричные 
элементы токов с помощью сумм, аналогичных (3.30). Од- 
нако при каждом совпадении каких-либо точек х|,..., 2; 
будет возникать связанный с недоопределенностью Г-произве- 
дения произвол, который можно будет выразить добавлением 
произведения произвольного квазилокального оператора от 
совпавших точек на токи в остальных точках. Более подроб- 
ное развитие этих идей вывело бы нас далеко за рамки вы- 
вода дисперсионных соотношений и, возможно, могло бы по- 
служить основой нового подхода к построению квантовой 

теории поля.



$ 4. ВАКУУМНЫЕ СРЕДНИЕ 
БОЗЕВСКИХ РАДИАЦИОННЫХ ОПЕРАТОРОВ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА ') 

4.1. В этом параграфе мы займемся более подробным 
исследованием средних по вакууму от рассмотренных в $ 3 
радиационных операторов. Они будут определяться общими 
формулами (3.20) —(3.27), в правых частях которых теперь 

$ РР ety) 
выпадет множитель е ‚ а индексы & и ® превра- 

тятся просто ври 0’, например, 

(0 

Далее, вследствие изотопической инвариантности зависимость 
от изотопических индексов станет диагональной, и мы будем 
писать 

52$ + 99 _—_ ; Re) — y). 

вы 0) 50) 0) iP op’ (% — y)   

  

Poy? (4) = 8,57 f(x), (4.1) 

где (?) означает один из значков (с)... (-). 
  

1) Материал этого и следующего параграфов, хотя и не 
имеющий Прямого отношения к дисперсионным соотношениям, 
включен нами в изложение с целью пояснить основной метод 
аналитического продолжения и проиллюстрировать положения $ 2 
на возможно более простом примере. При выводе спектральных 
представлений радиационных операторов второго порядка суще- 
ство метода не затемняется многочисленными деталями сложных 
рассуждений, которые будут необходимы при выводе дисперсион- 
ных соотношений в $$ 6 и 7. Поэтому читатель, интересующийся 
лишь доказательством дисперсионных соотношений, может опус- 
тить $$ 4 и о.
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Начнем с рассмотрения представления (3.30) Бе) через 
матричные элементы токов, которое запишется теперь как 

Bane (= 1 У, [ак (0|/» (в), п) (К, п] 1, (010) е- Ия +, 

(4.2) 

Покажем, что в сумме (4.2) младшие члены отсутствуют. 

Действительно, член с П=0 (вакуум)1) обращается в нуль 
в силу (3.6). Будем считать, что в сумме (4.2) низшими эиергети- 
ческими состояниями после вакуума являются состояния с одним, 
двумя, тремя и Т. д. мезонами (т. е. будем считать, что не сущест- 
вует связанных комплексов мезонов и нуклонов с массой, меньшей 
Зт — трех мезонных масс). Тогда обратится в нуль и член в (4.2) 
с п=1 мезону. В самом деле, если взять матричный элемент ме- 
жду вакуумом (0] и одномезонным состоянием |1, К) от второго из 
равенств (2.20), то в левой части возникнет выражение 

{ОГ аз; (р) $11, К) — {01 $46) (ру К), 
тождественно равное нулю, так как в силу условия стабильности 

1. (6) из $2 $ можно будет втянуть в обрамляющие qi) амплитуды 
состояния. Поэтому 

| dx (0 

  

85 et px —____- 
————_ —_——= = = 2 2. B¢p' (x) | к) ур” № Ури 

Но 

$$ 1 . 1 . —tke 
—_— ’ =—= 0 ' 1, К = — 0 ! 0 1, К (оси [К ==- (Пе 9 ==. 010 LL) eo, 

  

и потому предыдущий интеграл дает просто 3-функцию, и мы при- 
ходим к тождеству 

5 (р — ЮЗ (У р? 2 — УЮ-- м) 11 (0) 11.) =0, 
из которого немедленно следует, в силу произвольности р, 

(0| jor (0) 1 1, k) = 0. 
  

Г) Мы надеемся, что читатель не будет введен в заблуждение 
тем, что мы иногда используем букву И, — означающую всю совокуп- 
ность описывающих состояние квантовых чисел, кроме импульса, — 
также и просто для обозиачения числа ‘частиц в соответствую- 
щем состоянии (ср. [22], стр. 252).
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Равенство нулю матричного элемента (1 |], (0)|0) выводится так 
же. Наконец, в силу псевдоскалярности мезонов будут равиы нулю 
и матричные элементы тока между вакуумом и двумезонными со- 
стояниями. 

Итак, сумма в (4.2) начинается только с трехмезонных 

состояний, т. е. наименьшее значение Ао есть Зт. 
4.2. Перепишем сумму (4.2) в виде четырехмерного ин- 

теграла Фурье: 

Boo" fO(xn)= 

=i faery, (09|, (0) |, К) (м, К | 1» (0) 10) е- #2 Х 
п>3 

х (0 — У ма- к). (4.3) 

Вводя теперь фурье-образы для всех функций }((х) с по- 
мощью определения 

fa = рая dk e— tke 24?) (Е), (4.4) 

видим, что (в силу пропорциональности левой части (4.3) р 
правая часть должна быть равна нулю при р-р’ и давать 
одинаковые результаты для любого р = р’) 

gt ое ил ку [е8 (#— Ум к). 

(4.5) 
Однако, с другой стороны, из псевдоскалярности ф,(х) сле- 

дует, что функции Х(-) (х), а, следовательно, и #(^) (А), дол- 
жны быть инвариантны относительно преобразований Лоренца, 
исключая отражения времени. Поэтому g‘-)(k) может зави- 
сеть в действительности только от А? и знака А9, т. е. от 8 (А°). 
Но из (4.5) видно, что она содержит только положительные 
частоты. Поэтому ясно, что можно написать 

8) (В) = 21 0(°) Г(*), (4.6) 

где функция / зависит уже только от А?. Сравнивая это
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выражение с (4.5), заметим, что (4.5) можно переписать как 

— (2) (0| 7, (0) пк) 22 И МЕ - К? 8 (2— M2) 0 (49). 
n 

(4.5’) 

Таким образом, мы представили &'(—) (А), — которая в силу (4.6) 
должна выражаться в виде произведения инвариантной функ- 
ции на $ (40), — в виде произведения 0 (0) на функцию, явно 
не зависящую от выбора направления времени. Тем самым мы 
можем утверждать, что 

(Е?) = (2n)° (0 | 4, (0) a, k) 22 m2 + 42 8 (k2— M2). 
(4.7) 

Из (4.7) следуют немедленно два основных свойства функ- 
ции /(Е?): 

lL. (Е?) = 0 для К? < (3т)?; ) < (3т) (4.8) 
2. [(k?)> 0. 

Заметим еще, что в силу (4.8.1) (4.6) можно переписать 
в виде 

со 

gi) (k) = 2ni0 (9) |8 (#2 — т?) (m2) dm? = 
(3iny? 

со 

— fer, т?) [(m?) dm?. (4.9) | 

(32%)? 

Это так называемое «спектральное» представление для функ- 
ции, чрезвычайно просто связанной (см. ниже) с 2) (№), 
было получено впервые Леманом [19] и Челленом [20|. Ими 
же были установлены и свойства (4.8). 

4.3. Итак, 

(01, (29.1.0910) = 8», ве 6-00 (#9) 1). (4.10) 
Производя здесь замену х<_>у, получим 

(0105) Л» (2) 10) = 8 far e~ ik (z@-Y) § (— k°) 1 (R2). (4.11)
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Этим оправдываются введенные ранее значки (—-) и (+): OTpH- 
цательно-частотная функция действительно содержит только отри- 
цательные, а положительно-частотная — положительные частоты. 
Подчеркнем, что это обстоятельство показано только для вакуум- 
ных матричных элементов, для матричных элементов по произ- 
вольным состояниям это свойство может, вообще говоря, и не 
ВЫПОЛНЯТЬСЯ. 

Вспоминая теперь соотношения (3.33), переходя в HUX 

к фурье-образам с помощью (4.4) и подставляя выражение 
(4.6) для #(-) (Е) и следующее из (4.11) выражение 

2 (+) (Е) == — 9=1 0 (— #0) 1 (#?) (4.12) 

для 2(+) (А), получаем: 

ge(k) = 20 (#0) ГВ) в (в), (4.13') 
g°'k) = 2ni 6 (— Ко) 1(R*) +- gh (R). (4.13”) 

Из этих формул получается одно чрезвычайно важное след- 
ствие. Именно, благодаря только что установленному свой- 
ству (4.8.1) спектральной функции /(А^), мы видим, что 
при малых импульсах АЕ? < (3т) фурье-образы всех трех 

функций 2“), 2247 и те совпадают: 

2° (К) == 21° (Ё) = 5" (Е) при < (3т)?. (4.14) 

Это обстоятельство послужит нам основой при установле- 
нии аналитических свойств функций 2) (А), 2 (®), 
2"*1 (Е), которым мы сейчас займемся. 

4.4. Рассмотрим подробнее фурье-образ 

geet (k) = [ft (x) et dx, 

в котором в силу условия причинности 

| ге (х)=0 для х<0. (4.15) 

Покажем, что этот фурье-образ можно продолжить в об- 
ласть комплексных К, заменив 

= Ш; p=Rek; Г= ША, 

если 4-вектор Г удовлетворяет условию 

> 90, (4.16) 
a p— любое.
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Имеем тогда 

gre (k) = fre (x) 10% p-Tx dy — gret (p+ iT). 

Ясно, что в этом интеграле экспонента е-Г2 будет режущим 
фактором, обеспечивающим его сходимость. Действительно, мы 
в.огда можем в силу (4.16) выбрать систему отсчета, в которой 
Г = 0, следовательно, экспонента примет вид 

e-T'n', SO. 

Но согласно (4.15} интегрирование производится фактически лишь 
по внутренности верхней половины светового конуса, где х9 > 0 

2 
и <. 

Следовательно, функция # (х) = ей» е-Г2 будет принадлежать 
некоторому классу С (а, Г) !), в котором 

  

On h(x 
Ann = Sup | x |” к — Sn < const 

для любых т -= 0, |,..., Г; п = 0, [,... » 4. 
С другой стороны, согласно у словию И.Т) из $ 2 функция 

Дге (х) должна быть интегрируемой и потому интеграл 

Г f(x) Ah (dx = Г gt (xy el eT” dx (4.17) 

можно рассматривать как линейный функционал в пространстве 
функций #(х). Следовательно, будут сходиться как сам интеграл 
(4.17), так и его производные по #: 

is fre (x) Xa +++ Xag etk® ax, 

Takum O6pa30m, gtet(k) OygeT aHanuTHuecKkOH функцией А в обла- 
сти (4.16). 

Заметим далее, что интеграл (4.17), будучи линейным 
функционалом в С (4, Г), должен быть тем самым ограни- 
чен по абсолютной величине линейной комбинацией величин 

„п. Поскольку производные от ей? по х пропорциональны 
степеням А, то мы видим отсюда, что функция gie! (Rk) воз- 
растает на бесконечности не быстрее некоторого полинома 
по К (разумеется, мы имеем здесь дело с областью А, в ко- 
TOPO’ неравенства (4.16) не ослабляются). 

——— 

1) См. сноску на стр. 9. 

4 Зак. 2670. Боголюбов и др.
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Фурье-образ 2"* (Е) для действительного мы можем 
теперь определить как несобственный предел интеграла (4.17) 

lim 2" (рН И) = 2" (р). (4.18) 
Го, Го 

4.5. Совершенно аналогично показывается, что фурье- 
образ 

gay (К) — fre (x) gikex ах (4. | 9) 

можно продолжить в комплексную нлоскость с условием 

r<0 (4.20) 

и определить после этого интеграл (4.19) как несобствен- 
ный предел 

Им 29° (р- ИТ) == 894 (р). (4.21) 
Г<о, Г» о 

Таким образом, мы ввели две функции 2“ (®) и 2297 (К) 
и доказали их аналитичность в областях (4.16) и (4.20) 
соответственно. 

4.6. Легко видеть, что из выведенного ранее соотно- 
шения четности (3.31) следует, что между введенными функ- 
ЦИЯМИ 

  

gret (k) = gret (p-- iD’) — f fr (x) eipe e-Tax ах | 

Го 

и ` (4.22) 
gaily (К) == gadv (p+ i) — f farv (x) ох е-Г® dx 

r<o ) 

существует соотношение 

ge (— p— il) = &°' (р И), (4.23) 
Г 0. 

4.7. Для дальнейших рассуждений фиксируем систему 
отсчета, выбрав ее так, чтобы Г==0. В силу временипо- 
добности Г это всегда возможно и никак не ограничивает 
общности. 

Займемся сначала функцией ге; функцию 584у всегда можно 
будет получить из нее с помощью (4.23). Из соображений реля-
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тивистской инвариантности /"®' (х) может зависеть в действитель- 
ности только OT x? H sign х0. Но тогда из (4.22) видно, что зна- 
чения интеграла (4.22) для двух каких-либо значений А, связанных 

лреобразованием Лоренца [+, не включающим отражения времени, 
будут просто совпадать. Но любые два комплексных вектора R, 
для которых определен интеграл (4.22), обязательно связаны пре- 

образованием [*, поскольку только такие преобразования сохра- 
няют условие Г%`>0, Следовательно, левая часть (4.22) является 
для всех А, удовлетворяющих условию Г?`>0, Г9`>0, функцией 
только от k%, Vita, gret( p+ il’) является некоторой аиалитиче- 
ской функцией С (^”) только от А: 

gret(p + il’) = G(R), (4.23”) 

определенной лишь для таких А, для которых 

(т А)? > 0; Ши А9`> 0. 

Чтобы найти область аналитичности этой функции на ком- 
плексной плоскости АА, заметим, что в силу доказанной аналитич- 

ности f'*'(p+ ") в верхней полуплоскости по Гб, функция С (#7) 
будет, очевидно, аналитична в некоторой точке 

Re =O =F + iy; 4.24) 

& = р?— 10°;  » = 2p01", 

коль скоро можно найти хотя бы один вектор А = {р -Р ПО, р}, 
удовлетворяющий (4.24), временная комплексная составляющая ко- 
торого лежала бы строго в верхней полуплоскости. Но из связы- 
вающих & =Ё щи ^ формул (4.24) сразу видно, что это всегда 
можно сделать для любых точек комплексной плоскости & = + in, 
исключая действительную положительную полуось 

1 = | (А?) = 0;  &==Ве (12) > 0. (4.25) 

Итак, функция С(А?) аналитична в комплексной плоскости 
Е? всюду, исключая действительную положительную полуось. 
Но функция С(Е?) — это функция одного скалярного пере- 
менного, и она «не знает», возведением в квадрат какого 
вектора возник этот аргумент. Поэтому сделанная после 
(4.237) оговорка теперь уже не нужна — С (Е?) будет анали- 
Тической функцией для любых комплексных векторов R, 

квадрат которых не есть вещественное положительное число. 
Наконец, в силу замечания после формулы (4.17), на бес- 
конечности С (Е?) может возрастать не быстрее полинома. 

4*
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4.8. Определим теперь две (вообще говоря, обобщен- 
ные) функции С, (р?) и С_ (р?) как несобственные пределы: 

а, (р?) = lim С (®?), причем (Е?) >> 0, Ве (Е?) > 0 (4.26.1) 
Im hk? > 0 

И 

@_ (р) = Ит С(Е?), причем [т (Е?) < 0, Re(k2) > 0. (4.26.2) 
Im k? >0 

Сравнивая с помощью формул (4.24) предельный пере- 

ход на действительную ось в функции {"" (Е) и в G(R2) 
при условии Ке(^?) >> 0, видим, что 

Ч, (2) Р>0, 

G_(p?) < 0; 

р? > 0. 

Свойство симметрии (4.23) дает нам теперь немедленно 

G_(p’) p? > 9, 

Ч. (р) №< 0; | 

p’ > 9. 

Итак, мы получили выражения для обобщенных функ- 
ций 2" (р) и 221“ (р) в виде несобственных пределов неко- 
торой одной аналитической функции С (*). Обращаясь опять 
к (4.24), найдем, что эти предельные соотношения можно 

записать и в более простом и симметричном виде: 

ge (p) = (4.27) 

8“ (р) = | (4.28) 

g'*' ( p) = lim G (p? + iep?) (4.29.1) 

230 
H 

gol (p) == lim G (p? — ‘sp. (4.29.2) 
e>0 
e>Q0O 

Замечая теперь еще, что в силу (4.13) 

224" (р) 0 < 0, 

5 [р > 0,
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видим, что функцию 2#° (р) можно записать в виде несоб- 
ственного предела 

g° (p) = С. (р?) = lim G (p?-+ ) 1). (4.29.3) 
= >0 
=>0 

Наконец, вычитая (4.13”) из (4.13’), находим, имея в виду 
(4.27) и (4.28), для разности предельных значений на линии 
разреза 

а. (р?) — @_ (р?) = 2*И(р?). (4.30) 

Из установленного ранее первого свойства (4.8.1) спектраль- 
ной функции /(p?) видно теперь, что линией разреза на 
комплексной плоскости А? для С (Е?) будет не вся дей- 
ствительная положительная полуось, но лишь ее часть 

[т (Е?) =0; Re(k?) > (38m)?. (4.31) 

4.9. Установленные нами свойства аналитичности функ- 
ции С (5) и то ее свойство, что она возрастает на беско- 
нечности не быстрее некоторого полинома от ©, позволят 
нам построить. через посредство только что выведенных пре- 
дельных формул (4.29), для функций 2° (Е), 2" (Е) и 229% (Е) 
спектральные представления того же типа, что и полученное 
выше представление для 2(-) (А). Для этой цели мы восполь- 
зуемся подробно обсуждавшейся в 5 { интегральной форму- 
лой Коши. 

Будем считать, что функция С (5) возрастает на бесконечности 
не быстрее (”. Тогда согласно $ 1 интегральную формулу Коши 
можно применять, отбрасывая ннтегрирование по большому кругу, 
к функции 

G (&) 
—__ т?)® +1 з (4.32) в (©) = 

( 

которая будет обладать, кроме линии разреза от (3т)? до со, еще 
и полюсом при € = m4, Поэтому контур интегрирования мы выберем 
следующим образом: выходя из начала координат, он пройдет не- 
сколько выше действительной оси к со, затем включит в себя 
большой круг и возвратится в начало координат, проходя несколько 

  

1) Заметим, что в формулах (4.29) мы опустили указание на 
времениподобность вектора р на том основании, что Aan p?< 0 
функция С (р?) регулярна и, следовательно, способ предельного 
перехода просто безразличен.
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ниже действительной оси. В силу свойств функции А (5) интеграл 
по такому контуру сведется к разности интегралов по верхнему 

и нижиему берегу линии разреза и малому контуру С», вокруг 

точки § = m?, проходимому в отрицательном смысле. Итак, можем 
написать: 

(ит а’ ae) 
(2 ) 

oni m2yrtt eo — 
  Go) = 

“in 

(G— my" |” @+ ()— @- (©) 
т ео т 
    

(3 m)? 

Вместо разности интегралов по верхнему и нижнему берегу линии 
разреза мы написали здесь, в соответствии с определениями (4.26), 

разность С+ (8) — Ц ($). Интеграл по С.‚, дает 

a min § 2 a/GW) у Gary gu (т), 
__ т?” +1 (х— 

  

т 

и поэтому 
co 

G (82) = (2 — т)" ] (< 
(312)? 

I (€) de 
__ myth (4 __ 2) 

+   

а. 22 т? 
+ У GI (m2) Oe ee . (4.33) 

j=0 

Эту формулу можно рассматривать как спектральное представление 
для функции С (7), в котором фигурирует та же спектральная 
функция /(Е?), что и в (4.10), (4.11). 

4.10. Выполняя теперь соответствующие предельные переходы, 
получаем спектральные представления и для непосредственно инте- 

ресующих нас функций 25 (р), д"°' (р) и 2—1 (р?): 
со 

8° (р?) = @+ (р?) = (р? — т?)” +1 ] 

(3)? 

. (9 a 
(4 — m)"** (6 — p® — ic) 
  

4 У 9 (тз) ony (4.34.1) 

j=0
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со 

(a) п +1 
ge’ (p) = (p? — m2) | 

(3т)? ( 

IO at 
— m2)" "(6 — p? 18°) 
  

п ° 
. 2__ m2)/ + Y G9 wm (py a (4.34.2) 

1=0 
Установим теперь некоторые свойства по существу неопреде- 

ленных коэффициентов GP (172?),..., входящих в (4.33), (4.34). 
Покажем прежде всего, что коэффициент (0 равен нулю. Рас- 

смотрим для этого матричный элемент 5-матрицы между двумя 
одномезоиными состояниями |р’, р’) и |р,р). Согласно (2,9) он 
будет равен 

р’, || рь р) = (0a \p’) Sal (py 0). 
Переставляя здесь амплитуды рождения налево, а амплитуды уни- 
чтожения направо с помощью перестановочных соотношений (2.25) 
и (2,10) и пользуясь определением функции 46 (р), получим для 
этого матричного элемента 

р’, р |$ [рр ) = 3 
[к r 

= (0) a5 (ра (p) 10) + 3 (p! —P) g°(p), (4.35) 

P=+V ppm, p0=+V ptt nt. 
Но, с другой стороны, в силу условия стабильности одночастичных 
состояний 1.(6) из $ 2 этот матричный элемент равен одному лишь 
первому члену правой части (4.35). Итак \), 

5° (р) =0 при р? =т?, 
откуда следует 

GO) =0. (4.36) 

Покажем теперь, что все константы С@,..., С) должны быть 
вещественными. Это утверждение доказывается немедленно, если 

заметить, что из соотношения сопряжения 

в FED (ey xe 1°0* (х) (3.38) 
едует 

gr! (k) = 800" (—#), (4.37) 
а интеграл (4.34.2) сам обладает этим свойством. 

1) Этот результат является, конечно, совершенно естественным, 
поскольку он выражает просто то обстоятельство, что в теории, 
оперирующей с самого начала с реальными частицами, не может 
быть перенормировок одночастичных состояний и вакуума.
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Итак, фурье-образы всех трех гринообразных матричных 
элементов — запаздывающего, опережающего и причинного — 
допускают слектральное представление вида 

co 

в = (т?) | 
(3m)? 

I(t) at 

(6 — my” *! (6 — p? — ie) 
  

n 

-- У Ст? — pi, (4.38 1) 
$=1 

ret 

(sav) ( — (72 o\n+1 L(2) de p) = (p* — m*) ] — 
° oie Came Em PEEP) 

  

оч . 

+ SCs (m? — 29) (4.38.2) 
i=l 

С; — вещественны. 

4.11. С помощью полученных в 8 3 соотношений между ра- 
диационными операторами из спектральных представлений (4.38) 
можно получить спектральные представления и для вакуумных 
матричных элементов всех остальных радиационных опера- 
торов. Заметим, что при образовании линейных комбинаций, 

соответствующих всем «негринообразным» матричным элемен- 
tam (g), 2(-), си 21”), входящие в (4.38) неопределен- 
ные полиномы уничтожатся, а под интегралами возник- 

nyt 8(0— р?), благодаря которым множители (р? — т?)” вне 
и внутри интегралов сократятся, и мы получим представле- 
ние в точности такого же вида, как найденное выше пред- 

ставление (4.9) для ©С). Для гринообразной функции Е 
1 

получится представление типа (4.38) с заменой РЕ 

] 
на P 

Итак, мы выяснили, что по отношению к спектральным 
представлениям их вакуумных матричных элементов все ра- 
диационные операторы второго порядка разделяются на две 
группы. Для матричных элементов «негринообразных» опе- 
раторов получаются простые спектральные представления 
типа (4.9), в то время как для «гринообразных» — сложные
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представления типа (4.38). Эти последние были получены нами 

довольно громоздким путем через исследование аналитического 
поведения соответствующих функций. 

Можно было бы попробовать поступить и иначе — непо- 
средственно переходить от спектрального представления (4.9) 
для 8(-) (Е) и аналогичного для 5+) (Е) к спектральным пред- 
ставлениям для «гринообразных» функций с помощью, на- 
пример для =с(Ё), формул типа (3.15’). Прямая выкладка 
привела бы нас тогда к спектральному представлению «про- 
стого» типа 

85° (Е) = f _, (и?) (4.39) 
(3)? 

для 2° и таким же представлениям, отличающимся лишь спо- 

собом обхода полюса при т? k?, для других «гринообраз- 
ных» функций. Именно такой путь был избран в работе Ле- 
мана [19]. | 

Однако в действительности эти простые представления 
оказались бы, вообще говоря (если не налагать жесткого 
ограничения на порядок роста спектральной функцин на бес- 
конечности), лишенными смысла, поскольку интеграл по т? 
будет расходиться. Действительно, для «негринообразных» 
функций ядра спектральных представлений обязательно со- 

держат 6-функцию, почему интегрирование в формулах типа (4.9) 
фактически производится лишь в окрестности одной точки, 
и поведение /(72) на бесконечности для сходимости интеграла 
несущественно. В спектральных же представлениях типа (4.39) 
для «гринообразных» функций интегрирование, напротив, эф- 
фективно распространяется на весь интервал (— со, - со), 
что приведет к расходимости при недостаточно быстром убы- 
вании /(72) на со. 

Причина этой разницы‘ в поведении по существу ясна уже 
из формул (3.15’). В самом деле, эти формулы определяют 

функцию Fy (x— у) только для х > у или х < у. Значение 
же ее при х == у остается неопределенным. В силу же из- 
вестной сингулярности всех Р-функций на световом конусе 
это значение в отдельной точке является существенным для 
построения фурье-образов. Иными словами, для полного опре- 
деления Т-произведения недостаточно определить его лишь
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для хуи х< у, надо задать еще и правила его инте- 

грирования в окрестности нуля. В противном случае выраже- 
ния типа T (i, (x)J,(y)) остаются недоопределенными, что 

и проявляется в возникновении бессмысленных расходящихся 
выражений при больших импульсах. 

Возникший при интегрировании Т-произведения вблизи 
нуля произвол проще всего выразить, добавляя к его опре- 
делению в координатном пространстве некоторое число про- 
изводных от 6(х—у) с неопределенными коэффициентами 
(см., например, [16]), что добавит к правой части (4.39) 
некоторый полином от Ё?: 

CoO 

ge(k) = ] 2) dz+- P (k). (4.39’) 
(Зи)? 

Коэффициенты (может быть — расходящиеся) этого полинома 
как раз и призваны скомпенсировать расходимости в инте- 
грале. Практически эта компенсация выполняется проще всего 
путем использования известной вычитательной процедуры. 

Действительно, мы получили бы тогда: 

I 1 

27—82’ — т? (2 — т) = 

ви +. Е в} + (42 — т?" +1 

=’ — т? (z’ — №2) (27 — m2)"*} 

  

  

и потому 

[Г (г) dz 

(2 — m2)" t! (2 — k2 — ie) 
  ge (R) = i (2 — m?)?*1 

(3m)? 

I + M @—my ] Gani FP. (4.40) 
0<l<n (3m)? 

Выбирая здесь п достаточно большим, мы могли бы сделать первый 
интеграл в правой части (4.40) сходящимся; расходящиеся же члены 
в сумме, расположенной по степеням А? — 172, можно было бы ском- 
пенсировать за счет полинома Р (#2), от которого остался бы тогда 
только конечный полином, как раз такой, что и в наших «сложных» 
спектральных представлениях типа (4.38).
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Таким образом, в конце концов мы пришли бы и на этом 
пути к тем же соотношениям (4.38), вывод которых был бы, 
однако, менее убедительным из-за необходимости иметь «по 
дороге» дело с расходящимися выражениями. В нашем вы- 
воде с такой трудностью нам вовсе не приходится встречаться. 

4.12. Покажем, как получается из наших спектральных 
представлений для вариационных производных матрицы рас- 
сеяния известный результат Лемана [19] — Челлена [20], от- 
носящийся к спектральному представлению обычной функции 
Грина. 

Функцию Грина С (х, у) определяют обычно как 

бе, (х, УВ G(x—y) = £0] Te, (x) Se, (y)) 0). (4.41) 
Применяя для преобразования Г-произведения в правой части 
теорему Вика, получаем 

Ё— 

рр (Х — У) = (x) 9, (y) OLS TOF 

+i У fe dy’ Go ды) 
p/p! 

x (0 
—— 

Фо’ (Х)ф‚ (у) = 

— обычное хронологическое спаривание для невзаимодей- 

ствующих операторов и 

  
re} 

0) фе" (У’) (У), (4.42) 

  

  09, и (х я (y’) 

где 

  i6,1, De (x — у) 

I 
m3 — k? — ie ° 

De (x) = f e-ikx De(k)dk,  D°(k) = ] 

(2x)4 
Переходя в (4.42) к фурье-образам, находим: 

1 1 

орк Ро, (9.43) 
откуда на основании (4.38) 

G(R) = (1- С1) (т? — k®—ie)-1-++ № с (т? — Е 
2<1<п 

2 n2\n+1 [ (2) dz (4.44 
+ (m p*) + (т? — z)"*1(z— k? — iz) ( ) 
  

(372)?
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Представление Челлена — Лемана получится теперь, если 
мы сделаем еще дополнительное предположение о том, что 
«степень роста» п равна единице. Тогда действительно 

, T / / 

о =а- сое — ют | А, 
(3312)? 

I 
Пт, (4.45) 

причем множитель (1-—-С,) может быть исключен с помощью 
конечной перенормировки: 

G (p) > (1+ C)) G (p). (4.46)
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РАДИАЦИОННЫХ ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА !) 

5.1. В $ 3 мы установили, что из всех радиационных операто- 
ров не выше второго порядка отличными от нуля вакуумными 
матричными элементами обладают лишь операторы типа (3.8) 
и (3.9). Первый из них рассматривался в предыдущем параграфе, 
сейчас мы займемся изучением вакуумных средних 

(0 8 __ gt 0) ви (5.1) By (x) 6 (y) 
При выполнении дифференцирований по фермиевским полям 

надо учитывать их антикоммутативность. Это приведет, в первую 
очередь, к тому, что левые и правые производные будут отлнчаться 
знаком, если дифференцируется четная в фермионных операто- 
рах величина. Для определенности мы будем работать всегда только 
с левыми производными. Далее, аитикоммутативность полей при- 
ведет к антикоммутативности производных при многократном диф- 
ференцировании, например 

5°А 5°А 
Seay, = — $ ян * (5.2) 

71572 072071 

Изменится и формула для дифференцирования произведення. В случае 
использования левых производных она примет внд 

В АВ (it a, (5.3) bb М 5 
где 14 — число входящих в А ферми-операторов. Наконец заме- 

тим, что при выполнении эрмитова сопряжения наши левые произ- 
водные будут переходить в правые и для возвращения к стан- 
дартному порядку понадобится, если дифференцируется четное 
в ферми-операторах выражение, добавочная перемена знака. 

5.2. Как и в бозевском случае, мы будем устанавливать связь 
(5.1) с вакуумным ожиданием от произведения токов. Поэтому по- 
лезно выяснить сначала празила сопряжения для двух введенных 

выше [(3.4)] токов ©^ (х) и г` (<). В силу унитарности матрицы 

  

  

1) См. примечаиие на стр. 44.
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рассеяния выражение для С^ (х) можно запнсать в двух видах: 

A(x) = is 5+ = is 2S. (5.4) 
54 (x) Ov (x) 

Выполняя дираковское сопряжение, находим: 

  

  

© (Хх) = мт (x) 6 = 18 (— "> += 
ou (X) 

Sto \ A \-b 

по 5 (555) = 69 BS” 

Чтобы выяснить смысл (> (х), рассмотрим локальную вариацию 

  

  

  

52$ = bY (x) (= For) (; 5). 6% (х) 

Выполияя здесь эрмитово сопряжение, находим: 

  
  ыы = (5) © 699+ (> op)? (+ (x)) = 

  

ay (x) 

= (2p) bw + (EH) HOF= 
& 
о 

= bY (x) (=) #8" +899 ( 5 mp) 8+. 
Но, с другой стороны, 

    

  

sal cn gw, , BSE, 
aS = 94) Gy FO MO aD: 

Поэтому 

  

  

  

Ge) am Ge) Paw © 
Тем самым для выражения, дираковски сопряженного к (5.4), 

получается + 
tS _ _ 88 

что оправдывает введеиные ранее обозначения <“ (х) и С (х). 

6S 4+ — 
5.3. Варьируя теперь выражение (575 по % (4) 

    

525 3 ме 8$ 59+ 

85 (2940) 50) 940)° / "5080
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и пользуясь определениями токов (5.4,6), находим, что 

25 ste BAY) 57 

Bb (x) BH(y) > BG (Ce) OMI OM). и) 
  

Так же точно получается 

  BS 523 5 (x) 
RS ge Og 

av (x) av (y) OY (y) 54 (x) 5* 5% (у} HAHA (y). 

(5.8) 

Из (5.7), (5.8) следует 

B(x) 805 (9) 
x | — we ) (5.9) 
94 (У) by (x) 

— аналог прежнего коммутационного соотношения (3.16), где только 

теперь коммутатор естественным образом заменился на антикомму- 
татор. С другой ‹тороны, пользуясь условием причинности, полу- 
чаем 

__ 875 5" © (00) х> у 
by (x) BY (y) 

AWMAW+AWM AW =i 

a =?  (y))-(5.10 AWA | (A (4) F (y))-(6.10) 

В полной аналогии с бозевским случаем определим матричные 
элементы по вакууму: 

(| Т (< (2) 38 0) |0) = 89 (У), (5.11) 

(0| Aa) Ag (y) |0) = 0G) (& »), (5.12) 

(0| Agi) An (2) 19) = 20 »), (5.13) 

(0 сэ. Св (у) + в (5) Oa (0) (0) = 168,8 (х, у) = 
= 1015) (x, у) + 0 (х, у)), (5.14) 

— 

15 — 

—1(0 Sao 0)=— 0] 8 y¥— HLA. Ape 10)= 

5s (y) ) —_ 
0 — — ea (97 = 18 У.) 0ь 0) 14 

    

= Гете (х, У), (5.15) 

989 = 9.3 (х, У). (5.16)
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Нам понадобятся следующие, очевидные из этих определений, со- 
отношения между матричными элементами радиационных онперато- 
ров: 

9(е) (х, у) _— eret (x, y) — 9(+) (x, у), (5.17) 

a!) (x, y) = 8°" (x, yy) +0 Хх, у), 

et) (— x) = + 024 (x), (9:18) 
Запаздывающий и опережающий матричные элементы обладают, 
конечно, свойством: 

9"°* (х, у) =0 для ху; 0" (х, у) =0 для х> у. (5.19) 

Ясно, что ввиду трансляционной и изотопической инвариант- 

ности все введенные функции @(” должны иметь форму 

A (x, y) = 28,20 (x — y), (5.20) 
Где 5, & — изотопические (протон-нейтронные) индексы, а 0(?)(х — у)— 

обычные спинорные матрицы. Далее, в силу инвариантности отно- 

сительно преобразований Лоренца ясно, что 9“) (х— у) в свою 
очередь должны иметь структуру 

a) (x) = 109!) (x) + 90? (x), (5.21) 

rye gf?) и 30°) — скалярные функцин. Мы здесь ввели общепринятое 

А 9 - д A >> 
обозначение д —=1°—_ — 1. Также ниже А == 4040 — ух. Под- 

0x0 Ox 

ставляя получающееся из (5.20), (5.21) выражение для QO") (x, y) 

через 3(*), 8) в (5.17), получим немедленно соотношения между 

скалярными функциями 87) и $69: 

36) —_ gret g() 

2 (Х) = 31,2 (Х) — %1,2 (Х), 
6 : (5.17) 

82 (х) = о (x) +493 (x). } 

5.4, PaccmorpyM Tenepp dynkunwo OC? (x), Ucnoa3ya, Kak -Bcerga, 
условня полноты и трансляцнонной инвариантности, можем напнсать 
для нее: 

9‘ (х — у) = —i)) f ak {09| (0) | п, К ) (и, к [Св (0) | 0) eth ®-9), 

я 

(5.22)
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В силу (3.6) вакуумный член с п =0 в сумме будет отсутствовать, 
Рассуждая так же, как в CO3eBCKOM случае (после формулы (4.2) ), 
убедимся, что в сумме будут отсутствовать и члены, соответству- 
ющие промежуточным состояниям с одиим нуклоном или произволь- 
ным числом мезонов. Таким образом, сумма в (5.22) должна начи- 
паться с члена с п == 2, но притом не двумезонного, и минимальная 
масса промежуточного состояния получится, если в нем присут- 
с, .ует один нуклон и один мезон, т, е. 

К° > (М т). (5.23) 

Записывая разложение (5.22) в внде четырехмерного интеграла 

Фурье и определяя фурье-образ >?) (Ё) функции @(? (х) нашим 
стандартным образом, видим, что 

\,(^) (k) = 

=— 21 B01 (0) 17, k) (7, k | 98 (0) 10) 5 (№ — И M2 +’). 
(5.24) 

Ясно, что фурье-образ У) (Е) будет обладать матричной струк- 

турой, совершенно аналогичной матричной структуре 8) (x): 

BU) (ie) = (yh) of? (&) + 99° (2), (5.25) 
где ot!) и с’) — скалярные функции, причем как раз являющиеся 

фурье-образами скалярных функций gt”) и gf), 

Повторяя рассуждения $ 1, убедимся без труда, что функции 

5} ис’ выражаются в виде 

ot) (k) == —2ni6 (20) Ро (#*), (5.26) 
’ 

где зависящие только от А” спектральные функции р; (А”) и ро (А?) 
определены условием 

8 (0) (16) ра (#°) -- р» (#?)} == 
= (22)? >, (09|). (0) | п, К) (п, К | Св (0) 10) 6 (#9) Х 

хак м, 2 (4*— М). (527) 
5.5. Чтобы разделить в правой части члены, относящисся к 61 

ик [-, псмножим (5.27) на 10, возьмем затем шпур и распишем 
дираковское сопряжение через эрмитово. Тогда 

6 (R0) R96, (R°) = ee 0(R) £0 S| (0 | Ae, (0) | 2, k) |? 3 ( — М»). 

Г” (5.28) 

  

о Зак. 2670. Боголюбов и др.
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На множитель 0 (40) #0 это равенство можно сократить (ср. $ 4), 
и мы получаем 

01 (8) = У | (01а би Ре — M2), 629)   

п, % 

откуда видно, что 

1. 21 (А?) 20, (5.30) 
2. р1 (Ё?) =0 при *<(М-+т)? (из (5.23) ). 

Чтобы найти выражение для 25 (Е?), возьмем шпур непосред- 
ственно от (5.27): 

0 (0) ь (#9) = 
a) нуу ‹0 си (0) [п К) (ль к1 С (0) 10) 1,3 — М). 

п, я, в 

Мы пользуемся обычиым представлением матриц Дирака, где 10 = 

Го 
== (о i): Поэтому 

6 (20) py (A?) = 

== 5 6 (20) £0 (2n)? У (0 [С (0) | m. k) [28 (42 — MP) — 
ni a=, 2 

— 16 (40) 40 (28 У, (ОР Са (0) [л, к) 3 (#2 — М). (5.31) 5 © , | ny , 

nN; a=3,4 

Складывая и вычитая (5.28) и (5.31), придем еще к двум неравен- 
ствам: 

6 (#0) [вор; (2) + р» (#°)] > 0; 8 (40) [бр (#2) — 22 (2) ] > 0. 
Если заметить теперь, что 

и=Ию- м -УЮЕВ>-- УЕ = #1 
то мы увидим, что необходимым и достаточным условием выпол- 
нения полученных неравенств (которые должны иметь место в лю- 
бой системе отсчета) будет 

|2] 01 (*) + со (#1) 20; |121 (“) — ро (*) > 0. 

Таким образом, мы видим, что функция ро (А) должна удовле- 
творять условиям: 

1. — | [р (Е) < 25 (Е°) < №! (Е°), \ a 

2. ро (”) =© при ^*< (М -- т)* (из (5.23)). } (5.32)
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Итак, мы пришли к спектральному представлению для функций 

и) и of): 

2) (4) = —2ni J 0 (0) 5 (#°— М”) р» (М) ам® (5.33) 
(М--т)? 

совершенно аналогичному спектральному представлению (4.9) для 
функции 80) (2). 

5.6. Чтобы перейти отсюда к построению спектральных пред- 
ставлений для других функций с(?) (Ё), нам надо будет установить 
спачала еще несколько соотношений между функциями различных 
верхних индексов, вытекающих из инвариантности по отношению 
к зарядовому сопряженню. Условие такой инвариантности можно 
записать в виде 

(0 | Ag (9) Ou () 0) = (013 (9) 4, (4) 10), (5.34) 
где зарядово-сопряженные операторы (—’, (—’ связаны с сэ, С 

известными соотношениями 

м’ (х) = С (х) = М (Хх) СТ; С’ (Хх) — СТО (<) (5.35) 

и лля матрицы С выполняются условия: 

_ . T cC'=1; СТ=—С; СИС (м). (5.36) 
Применяя условие (5.34) к произведению, стоящему в левой 

части (5.13) и используя (5.35) и (5.36), придем после несложных 
матричных преобразований к соотношению 

By) = — (67100) (.— ху СТ, (5.37) 

устанавливающему связь между отрицатель!о- н положительно- 
частотными функциями. Совершенно аналогично, применяя условие 
зарядозвой инвариантности типа (5.34) к другим радиационным опе- 
раторам второго порядка, мы получим еще ряд соотношений, из 
которых выпишем лишь 

Qret (x) — (С “Teady ( __ x) СТ, (5.38) 

которое понадобится нам в дальнейшем. 

Записывая с помощью (5.20), (5.21) 9(°) (х, у) через at) (x—y), 
используя (5.36), чтобы избавиться от матрицы С, и разделяя 
после этого части, содержащие и не содержащие матрицы 1 (что 
можно сделать путем взятия соответствующих шпуров), получим 
из (5.37) и (5.38) соответствующие «соотношения четности» для 
скалярных функций 3”): 

He (x)= — М (-х; МЕ х)
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Производя здесь переход к фурье-образам, имеем: 

oft) (k) = — (5) (—#), (5.39) 

oy (2) = oh (—&). (5.40) 
5.7 Соотношение (5.39) дает нам возможность немедленно вы- 

писать спектральное представление для функций с) (2): 

of) (R) = 2nd 8 (№) из (= 
— 2  (—^0) 8 (12 — МЗ) 9, 2 (М?) аМ?. — (5.41) 

(М -+- т)? 

Подставляя это спектральное представление, равно как и (5.26), 
в соотношения, получающиеся из (5. Г) переходом к фурье-обра- 
зам, получаем: 

01 (#) = — 211 6 (#0) py (A?) +919 (#), (5.42) 
4%} (Е) = — 21 0 (— Rk) p15 (42) +- er (*). 

Таким образом, в частности, устанавливается, что, как и в бозев- 
ском случае, при малых импульсах k?< (М-- т)? фурье-образы 
всех трех «гринообразных» функций совпадают: 

af) (ky = oh! (ky = 6°97 (kh) при < (М-+ т). (5.43) 

5.8. Коль скоро установлены спектральные представления 
(5.26), (5.41), свойства спектральных функций (5.30.2) и (5.32.2), 
формулы (5.42) и соотношения (5.40), то дальнейшие рассуждения 
можно провести, дословно повторяя вывод предыдущего параграфа. 
Поэтому выпишем сразу «сложные» спектральные представления 

(с) сте аду. 

  

  

для гринообразных фуикцийо! 5, 91ъ и 915: 

2) = (pty? o(t) dt 
2 (р) = - (рт — Me f — P 1,2 г 

с1,> (Р) (p> — М) ams МЕ В) + 

+r > My? (p2— M2)? (5.44) 

И 
J=0 

o(siv)(p) == — (р? — М +1 Pye (6) a8 
1,2 (6 — M2y"+1 (6 — p2 = iep) 

(M+)? 

+ У 90.2) (р — М?)7. (5.45)
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5.9. Удобно также иметь спектральные представления, запи- 

санные в несколько ином виде. Именно, введем вместо р,» две 

неотрицательные в силу (5.30), (5.32) функции: 

01 (v2) _ Po (+?) Py (: 2) 4. 2 во (42) 

Л (4) = 5 Ло (4) = 5 ‚ (5.46)     

ric v= + VR? =|]. Torna 

(R71) py (¥?) + po (?) = (RY — Л 4-Е Л (> 

(здесь у считается самостоятельной, не зависящей от Ё перемен- 
ной), и если мы построим комбинации (5.25) 

ZU) (a) = (ey) of (8) 95” (2), 
о Ра . > ^ 

то получим для полной гринообразнои функции У(2) (в) спектраль- 
ное представление 

О (Ш М"! ЛО. = Убе м" Г ЕС ая 
(AL +m)? 

(AUP + UP) + (2 210) + 91) м. 
(5.47) 

Желая установить спектральные представления для конкретных 
функций У5, У" и У2\, надо лишь выбрать здесь соответ- 
ствующее правило обхода полюса А? == М?. 

Чтобы привести представление (5.47) к еще более наглядному 
виду, заметим, что разности 

(k2 — M2y"?+1 1 (k — М)?" +? 1 

(v2 — М)" 1 y _f (1 — Myer? у 
    

(ko — М?) 1 __ (k—My"*? 1 

(v2 — Mey"! vtek (У М) 2 ур 
    

являются по отношению к # полиномами степени 2п -|- 1. Поэтому, 

ссли образовать такие разности под интегралами в (5.47), то в каж- 

дом члене полинома множитель А в соответствующей степени 
просто выйдет из-под интеграла и интегрирозание по » призедет 
к некоторому числу—т. е. интегрирозание такой разности приведет 

просто к полиному степени 2п -- | от Ё.
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Это дает нам возможность преобразовать (5.47) к виду 

  Y (k) = —(k— yr"? [\- О + 
) У Ш 

++ Во В. — М-Н... Выиии ( — М)?" (5.48) 

где введены новые спектральные функции 

, QJ; (-) у В 2.5 (+) у 

Как и в бозевском случае, можно показать, что 

By = 0; 

для этого стоит лишь рассмотреть матричный элемент от $ между 
двумя однонуклонпыми состояниями, точно так же, как в $ 4 мы 
рассматривали матричный элемент от $ между двумя одномезон- 
ными состояннями. Наконец, соотношение (5.18) прнводит к тому 
следствию, что 

все В» вещественны, (5.50) 

Представление Челлеиа — Лемапа для фермионной фуикции 
Грина можно было бы получить опять с помощью соображений, 
совершенно аналогичных использованным в предыдущем параграфе, 
при дополнительном предположении, что степень роста п =0. Мы 
опять столкнулись здесь с тем интересным фактом, что при нашей 
системе условий ($ 2) мы должны вместо формы лагранжиана за- 
давать ‹степень роста» спектральной функции.
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6.1. Вернемся теперь к вопросу построения строгого вы- 
вода дисперсионных соотиошений. 

Заметим, что математически корректное рассмотрение 
«зенаблюдаемой» области потребует довольно громозлких 
рассуждений, выполняемых с необычной для физика педан- 
тичностью. Напомним в этой связи, что неудача предыду- 
щих «более простых» попыток [11] —[15] построить дока- 
зательство дисперсионных соотношений была связана именно 
с употреблением аргументации, которая оказывалась необос- 
нованной или неправильной при рассмотрении ненаблюдаемой 
области. Относительная простота доказательства для рассея- 
иия вперед [22], [23] связана с простым строением ненаблю- 
даемой области в этом случае. 

Мы выведем дисперсионные соотношения для конкретной 
задачи о рассеянии л-мезонов на нуклонах. Для операторов 
нуклонного и мезонного полей будут использованы обозна- 
чения $55 2 и 3; импульсы ри р’ будут обозначать теперь 
импульсы нуклона, соответственно до и после соударения, 
индексы 5 и 5’— совокупность спинового и изотопического 
квантовых чисел нуклонов. Импульсы и изотопические со- 
стояния мезонов до и после соударения будут обозначаться 
через 9, ди 9’, 0’. Мы также по-прежнему будем пользо- 
ваться обозначениями & == (р, 5, р) и ® = (р’, 5', р’). 

В дальнейшем будем все время считать, что 4-2 9’, слу- 

чай же их равенства (рассеяние вперед) будем рассматривать 
как предел 9’—4 при 4 == 4’; таким образом, когда мы бу- 
дем говорить о матричных элементах 5-матрицы, фактически 
у нас всегда будут фигурировать матричные элементы ма- 
трицы ЕГ (ср. $8 1, перед формулой (1.17)). Тогда, если 
использовать обычную в теории рассеяния нормировку,
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матричный элемент перехода запишется в виде 

$ (а, а; ®, 9’) = (р’, 5", 4’, р’ |$|р, 5, 4, р) = | 
= (р’, $'[а(.)(4’) $ а( *} (9) [р, $), › 

== НУ ре М, ..., = Уч - и”, 

где мы воспользовались (2.10). С помощью допущения И. (3) 

из 6 2 мы можем, проводя преобразование типа (2.20) — 
(2.22), привестн этот матричный элемент к форме 

(6.1) 

$ (2, а; ©, 9’) = 

  

  

6#(4/^— 1) , , 5°5 + 

ор, 5), 
= oy yi a х ЧУ 2У аа (р, 5 3P or (x)*?, (Y) |Р ) 

P==+Vp+M,..., Q=+V q+ m?, 
(6.2) 

которая послужит осново4 для наших дальнейших рассуж- 

дений. ‘ 

6.2. Для исследования элемента перехода (6.2) вернемся 

к рассмотрению введенных в $ 3 функций F§? (х). Введем, 
совершенно так же как ив 65 4 (формула (4.1{)), фурье-об- 
разы этих функций: 

PO (x) = f dh e-tke 7 (Ry, (6.3) 
Tr (21) 

Подставляя теперь в (6.2) выражение (3.20) для матрич- 
ного элемента причинного радиационного оператора и вы- 
полняя интегрирование по Хх и у, получим выражение для 

$ (2, 4; о, а ) чеоез только что введенный фурье-образ 7.) (№): 

oy 29 . о ил те) (4 rq\ | 
’ ’ — LS о о Гао са _ , S (4, 45% a) = es Bg Pa’ — р) 7 | | 

от д sO | 
pP=Vpt+m, ...) 90 = НУ а? m?. 

(6 

В дальнейшем нам будет удобнее работать не непосред- 
си) Са 9,9), а с вспомогательной величиной --- 

4)
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«запаздывающим» матричным элементом 

Н (% 9; ®, 9’) = 
a(q/e — TY) t , 0 ip (y) Ax ys , $ } ee ’ — = wp J ded Ум чаю (Р ‘Beer (x) PS) 

B(g+ p—q’—p’) Tis (442 ). (6.5) 

  

eT ins 

Заметим теперь, что в силу (3.33.2) 

ге (15) (ет) = р Е 
bp! aw 

  _ (-) = fe it -@ PFU) (x) dx. 

Подставляя сюда для Е.) (х) выражение (3.30) через сумму по 

по иой системе функций и выпочняя интегрирования по хи по *, 
получим: 

еее) (5) = 
—______- 0 10 0 0 = enn У (Viepae —LEC PLP) 

x (7.51, (0) | К, 2) (k, п Фр, 53, piped (6.6) 

Поэтому, если образовать разность 5 —Н, в которой импульсы 
и энергии будут связаны законом сохранения 4 -- р— 4’ — р’ = 0, 
го аргумеит 5-функции в (6.6) окажется равным 

Им? + (ф— 4 +40 — р 

или, если учесть выражения 470 и ро через трехмерные импульсы, 

Им оч +Ута"-— УМЕР. 
Легко видеть, что если бы последнее выражение могло обратиться 
в нуль при каких-либо вещественных значениях импульсов ри 4), 
то это означало бы, что для такой комбинации импульсов иуклон 
с массой М мог бы распасться иа мезон с массой т и систему 
в состоянии п с массой Ми. Ясно, что последнее могло Вы слу- 
читься только при М, < М — т. Ниже мы допустим, что у системы 
нуклон -- мезон Hem связанных состояний с массой, меньшей суммы 
масс мезона и нуклона, т. е. что 

Мь > М+ т. 
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Таким образом, интересующая нас 8-функция не может обращаться 
в нуль и, следовательно, разность 5 — Н тождественно равна нулю. 

Итак, для реальных частиц, —у которых импульсы веще- 

ственны, и энереци, связанные С импульсами обычным реля- 

ТИВИСТСКИМ соотношением, положительны, — и еслл вы- 

полняется закон сохранения 4-импульса, имеет место равен- 

СТВО 

TAO (R) = Tra (R), (6.7) 

т. е. причинный матричный элемент 5 (5, 4; ©, 9”) можно 
заменить запаздывающим НД (а, 4; ®, 4’). Подчеркнем, что для 

возможности такой замены все сформулированные выше ус- 
ловия существенны; так, ниже, при рассмотрении поведения 
запаздывающего матричного элемента в ненаблюдаемой об- 
Ласти отнюдь нельзя будет полагать выражение (6.6) рав- 
ным нулю. 

Ниже мы все время будем работать с запаздывающим 
матричным элементом (6.5), следовательно, с фурье-образом 

Те (2). Установим весьма важные свойства симметрии его 
эрмитовой и антиэрмитовой частей. Записывая 

Tho (R) == Dy (RB) + iA, (RY: Doug (RY = Days (2); 
Ана (В) == Age (R), (6.8) 

и сравнивая с (3.42), видим, что 

. =~ | р, (№) ==Т,ь(#); Аль) = 5 Ть(®). (6.9) 
Поэтому, если перейти к фурье-образам в соотношениях 

симметрии (3.43) — (3.46) для функций Pye (x) u F,. (x), TO 
немедленно установим свойства симметрии эрмитовой и анти- 

эрмитовой частей фурье-образа 7% (№): 

(1+ Pret) Das (LS) = 1 + Py Diu ( =" S4), 6.10.1) 

($4) +0.90.( 52) 
(6.10.2) 

(1+ Pept) Ags (25 CY — (+ Py) Ae (= 45 TY (6.10.3) 

(5) (1—P,)A, = (1— Pay) An (— 139), (6.10.4) 

  

  

  

(1— Py) Dig 
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6.3. Для дальнейшего построения нам будет удобнее 
детализировать систему координат. Это ограничение не булет, 
конечно, принципиальным, — можно было бы продолжать 
рассуждения и в произвольной системе, действуя с соответ- 

ствующими инвариантными величинами [24], [25], — однако 
специальная система координат упростит выкладки. Именно, 
воспользуемся общепринятой теперь системой, в которой сум- 
ма импульсов нуклона до и после рассеяния равна нулю: 

р-р’ = 0. (6.11) 

Эта система переходит в лабораторную при рассмотрении 
рассеяния вперед. 

В силу (6.11) в избранной нами системе будет р? == р”? 
и, благодаря закону сохранения энергии !), также и 97 = 4”. 
Далее, используя закон сохранения импульса, найдем, что 

р и @+q)p=0. 
Поэтому можно положить 

/ 

qa = 1@, 
an 

где е— нормальный к р орт, е? = 1, ерж=0, а ^— неко- 
торый скаляр. Таким образом, мы можем выразить в нашей 
системе все четыре вектора р, р’, ди 4’ через один век- 
тор ри один скаляр ^ (орт е при заданном р можно счи- 
тать фиксированным): 

  

р =р, 

р =--— p, ЧЕ уе. (6.12) 

q =—p-+ie, | 

4’ =р- ^е, | 
Через те же величины выразятся и четвертые составляющие 
импульсов: 

о = ро == У р- М?, 

page= li" _VYmpptR=E. = (6.13) 
  

1) Здесь и ниже четыре 4-вектора импульса связаны закоиом 
coxpanenua pt. g— p’ —q’ = 0.



76 ПОСТРОЕНИЕ ДИСПЕРСИОННЫХ СООТНОШЕНИЙ 86 

Вместо \ можно использовать в качестве независимой пере- 
менной также и энергию Е мезона; выражение }. через Е 

будет содержать иррациональность 

= У Е? — т?—рг. (6.14) 

В выбранной системе координат обращение формул (6.3) 

  

даст нам для фурье-образов функций ЕО (x): 

. - / . 4 > 

МОЕ, о= т (45$) = [27 MPO (Vax. (6.15) 
Эти фурье-образы можно будет рассматривать теперь, как 
функции Е ие, причем зависимость от Е возникнет как явно, 
так и неявно, через функцию Х (ЁР) [см. (6.14)]. Чтобы изба- 
виться от содержащейся в (6.14) иррациональности, мы 
введем операции симметризации по е и антисимметризации 
по е с последующим делением Ha ^, положив для любой 

fle, A) 

Sefle, N=fle, )+f(—e »), | 

1 (6.16) 
Же (е, ^) = fle, )—fl—e, ^)}, | 

и будем рассматривать далее не сами функции ГО) (Е, ©), 
но только их симметризованные или антисимметризованные 

комбинации $719 (Е, е), $ = Фь или Ae. 
Поскольку Х ие входят в (6.15) только в виде произ- 

ведения, то ясно, что применяя к Т(? операции $5, мы при- 
дем к функциям, зависящим только от *2, т. е. не содер- 
жащим более в своей полной зависимости от Е квадратного 

корня. 
6.4. Заметим теперь, что переменной ЕЁ в (6.15) по существу 

нельзя придавать произвольные вещественные значения. 
Действительно, если мы выберем 

18| < Ум -Нр?, (6.17) 
то 7. станет мнимым, а следовательно, пространственные со- 
ставляющие векторов ди 4’ — комплексными, тригонометри- 
ческие функции в (6.15) перейдут в гиперболические и 
интегрирование по пространственным составляющим х поте- 
ряет смысл из-за экспоненциального возрастания на беско-
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нечности. Эта область значений энергии Е называется не- 
наблюдаемой областью. 

Просто отказаться от рассмотрения энергий из ненаблю- 
даемой области нельзя, поскольку в правой части диспер- 
сиоиных соотношений (ср. (1.6), (1.10)) под интегралом 
участвуют все значения энергии. Эта трудность неизбежно 
оказывается «камнем преткновения» всякой попытки вывести 
дисперсионные соотношения без глубокого исследования ана- 

2 

литического поведения функций Ti). 
Поэтому для рассмотрения ненаблюдаемой области нам 

придется прибегнуть к обходному маневру: мы сначала рас- 

смотрим функции 7 (Е) в наблюдаемой области, где мы 
имеем право пользоваться определением через интеграл (6.15), 
затем мы установим их аналитические свойства и покажем, 
что их можно будет аналитически продолжить и в ненаблю- 

даемую область, в которой сами интегралы (6.15) уже те- 
ряют смысл. 

6.5. Для целей такого аналитического продолжения нам 
будет удобно рассматривать сначала интегралы (6.15) не 
как функции одной переменной Е'), а как функции двух 
независимых переменных Е и т, где 

< = Е? — р?— 2; — /2 == Е — р’. (6.18) 

Такой подход эквивалентен, конечно, тому, что мы пока 
хотим рассматризать временные и пространственные соста- 
вляющие векторов 4 и 9’, как независимые, с тем, чтобы 
лишь в дальнейшем наложить на них условия 42 == 49’? = т?. 
Чтобы перейти к реальному случаю, нам надо будет положить 

t= m?*, (6.19) 

В переменных Е и х интересующие нас функции Т@) 
будут определяться интегралами 

T(E, sya [ет 9 (к) 4х, (6.20.1) 
ГЕ, <) = fe (Eo?) b?—p*-—t ex) F?"Y (x) dx, (6.20.2) 

  

1} Мы будем теперь интересоваться зависимостью функций 
2 < 

Г) (Е, е) только от переменной Е, считая вектор е, равио как
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И 

T(E, t)== T(E, $)   Ти (Е, t) = 

x ff PPE P= Pixydx, = (6.20.3) 

причем пока они определены (как обобщенные функции ЕЁ 
и ^) только для вещественных Е и т. Однако рассуждение, 
совершенно аналогичное проведенному в 6 4.4, показы- 
вает, что в силу условия причинности (3.13), (3.14), благо- 
даря которому 

Fre(x)=0 для хх 0. 

Е" (х) =0 для х>0, 

функции Т”! и Та4’ можно расширить и на комплексные 
значения переменных Е, *. Именно, функция 

$Т"е! (Е, <) 

будет аналитической функцией ЕЁ и ^, регулярной в области 

шШЕ> |[шмл! 

и тем самым аналитической функцией переменных E, т, 

регулярной в области 

  Im E >| Im Y £2 — р— + |. (6.21) 

Опережающая же функция 

$ Га! (Е, *%) 

будет аналитической функцией Е, т, регулярной в области 

Im E < —|Im Y E2— p?—7 |. (6.22) 

6.6. Мы хотим получить дисперсионные соотношения, 
повторяя для наших Функций (6.20) рассуждения, которые 
привели нас в $ 4 к спектральным представлениям вакуум- 
ных средних радиационных операторов второго порядка. 
  

и переменпые, входящие в индексы а и ®, фиксировапными. По- 
этому мы, когда то не приведет к недоразумению, вовсе не будем 
их выписывать.
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Осложнение будет состоять теперь в том, что функции (6.20) 
являются функциями двух переменных (подчеркнем еще раз, 
что вторую переменную ^ мы ввели, чтобы можно было 
обойти ненаблюдаемую область (6.17)), аналитичными в не- 
которых сложных областях (6.21) или (6.22). Чтобы свести 
дело к случаю одной переменной, мы попробуем временно 
фиксировать значение < и притом таким образом, чтобы 
границы областей аналитичности (6.21), (6.22) функций 
(6.20.1,2) перестали бы зависеть от <x. 

Для этого мы выберем * вещественным и удовлетворяющим 
неравенству 

—И< < —р», (6.23, 

где У— произвольное, но фиксированное положительное 
число. Легко видеть, что для таких * неравенство 

п [У Е — р?—| < |ш Е] (6.23) 

будет выполняться для любых Е с щЕ = 0. 

В самом деле, записывая Е? = и {+ {, находим, что 

5 

>. угу? — и 
(Im £)? = > 

откуда видно, что (| В)” есть монотонно убывающая функция Be- 
щественной части Е?. При выполнении же неравенства (6.23) веще- 
ственная часть подкоренного выражения в левой части (6.23’) может 
быть только больше, чем в правой. 

Следовательно, при выполнении (6.23) функции ST! 
и $ Га4* будут аналитическими функциями Е в областях (6.24.1) 

ImE >0 (6.24.1) 

ImE <0 (6.24.2) 

соответственно. Чтобы выяснить, можно ли считать эти 
функции одной аналитической функцией, регулярной для 
всех [п Е = 0, надо исследовать поведение разности 

ST(E) == ST" (E) — ST" (E) 

для вещественных Е. Подчеркнем, что благодаря ограни- 
чению (6.23) ненаблюдаемой области теперь не будет, и 
интеграл (6.20.3) будет определять эту разность (конечно,
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вообще говоря, как обобщенную функцию) для всех веще- 
ственных Ё. 

6.7. Займемся исследованием интеграла (6.20.3). Пред- 
ставляя с помощью (3.34) Т как сумму положительно и от- 
рицательно частотных функций и используя для последних 
выражение (3.30) через сумму по полной системе состояний, 

тт x)   получим для Taw ( 

iS) f dxceitte rem f dk (p’, 8’| jp O)[k. n) (k, 2/7, |p, S)X 
{ _i (*"- PAP) x'+i(u-PP ) x} 

же 

1 (Ех —ех с: iP fae Fak (p’, S| J, (0) |k, m) X 

x (kn тру же EP) MEE) 
НУ юм. 

Интегрируя здесь сначала по х, а затем по К, и пере- 
ходя к нашей конкретной системе координат, найдем, что 

Тьь (Е, №е) = (2=)*1 У, (—р,5' |1. (0) |%е, п) (еп 7 (0)|p, S)X 

x 6(E— VR + M2 + V p?-+ М?) — 

— (22)7 & (—p, S’ | jp (0)|—2e, 2) (-—2e, | jy (0)| p, S) X 

x 8(E4- V+ M2 — Vp? + M2). (6.25) 

Здесь в суммах по п в каждом состоянии должен быть, 
в силу сохранения ядерного заряда, минимум один нуклон. 
Поэтому низшими по энергии членами в этих суммах будут 
как раз состолния только с одним иуклоном. Поскольку 
вклады от таких членов можно будет явно вычислить, мы 
выделим из полной суммы (5.25) суммирование по однонуклон- 
ным состояниям (которые, кроме импульса, будут полностью 
характеризоваться спинороизотопическим индексом 5”), а
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сумму по всем остальным состояниям обозначим через /,., (Е, Хе); 

Тиь (Е, ^е) = faw (E, he) + 

+ 259 У р. 51 0) Pre, S”) бе, 5" |4 (6)|р, 5) х 
ХЕ У - м? Ур М:) — 

— (25) 5 (— р, 5° [4 (0) | —^е, $) (—%е, 5" |1, (0)|р, $) Ж 

ЖЕНИ: Ури) 
В выписанных здесь суммах энергия Е входит под аргу- 

ментом 6б-функции дважды — прямо и через 22, Преобразуя 
аргументы 6-функций к линейным функниям Е, найдем 

Е-И Е М Ур М) = 

    

ЁЕр (<) 

где 

п 20-1 Ер у ЕЕ. (6.26) 

Итак, мы получили, что 

Ty (E, <) = faw (E, 7) 4- 

+ (2n)ti|1 —~ PO a(e + By (x) x | Vp ae 

  

x - p, S’| jp (0) {Re, S”) Qe, S”|j,(O)|p, S) — 
Ер (<) с 

l— ap 6(Е — Ер (<) ) Ж 

x a. S’| j,(0)| de, S”) (—he, Si, (0) p, S). (6.27) 

— (2x) 

      

Знак абсолютной величины у выделившихся из 8-функций мно- 
жителей можно было бы здесь и опустить, поскольку для иитере- 
сующих нас значений р” и т эти множители всегда будут положи- 
тельными. 

6 Зак. 2670. Боголюбов и др.
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Совершенно аналогично преобразуются и 8-функции в сум- 
мах, входящих в /[. (Е, 7). Поэтому мы можем записать: 

      

—__ . Ерл (<) Faw (Es) = (20) > ан 2 (Е Вы (9) Ж 

Х (—Р, 5" |1, (0) [е, п) (де, п |7 (0) |р, $) — 

— 2®ч У |1— 2 (ЕЕ) 
wd V p?+ pn (5)) X 

x (—p, S’ li. (0)| — ^е,п) ( — re, п Li. (0) |p, S), (6.28) 

где теперь 
2р? -- «— Ми М 
рум 

Исследуем теперь «спектр» Т (Е) более подробно. Прежде 
всего, мы предположим, что у системы нуклон -- п-мезон 
нет связанных состояний с массой, меньшей суммы масс 
нуклона и мезона (кроме самого нуклона), т. е. что 

М, > М т. (6.30) 
Такое предположение по-видимому обосновано с точки зре- 
ния имеющегося сейчас опытного материала. Заметим, что 
именно в этом пункте очень важно, что мы рассматриваем 
только сильное ядерное взаимодействие и пренебрегаем не 
только слабым, но и электромагнитным взаимодействием. 
Действительно, в противном случае всегда существовали бы 
состояния типа нуклон —- некоторое количество фотонов или 
типа п-мезоатома; непрерывный спектр масс таких состояний 

начинался бы непосредственно от М. 
Если принять предположение (6.30), то энергии Ep, (t) 

будут удовлетворять неравенству 

2Мт --- 2р? т? —* _ 

  Epn (<) = (6.29) 

  Във (°) = — + == —E, (<5. 6.31 ри (т) oY ptm е (2; ( ) 

Итак, спектр Гь»(Е, “) будет иметь следующий вид: от 
Е = — сюдо Е = — Е. (3) будет иметься непрерывный спектр '), 
  

'} М. =М-Е»т есть точная граница непрерывного спектра, 
поскольку именно с этого зпачения начинаются массы состояний, 
включающих две частицы — один нуклон и один мезон.
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обусловленный второй суммой в (6.28), затем от Е = —Е‹ (<) до 
Е —=—- Е. (<) расположится разрыв, в котором нет уровней, 

а от Е =— Е, (т) до Е = сю будет опять иметься непре- 
рывный спектр. | 

Слектр функции Т (Е, *) будет отличаться от спектра Г (Е, < 
добавлением двух дискретных уровней с Е = —= Ер (<) [(6.26}]. 
Детальное представление о характере спектра Т(Ё, <) важно 
и для доказательства существования дисперсионных соотно- 
шений и для непосредственного практического их приложения. 
Поэтому выпишем здесь критерий того, что изолированные 
полюса не попадут в область непрерывного спектра, и важный 
критерий того, что две области непрерывного спектра T(E, 7) 
не перекрываются !). 

Сравнивая (6.26) и (6. 29), видим, что дискретный уровень 
из первой суммы (6.27) никогда не сможет попасть в область 
непрерывного спектра первой суммы (6.28); так же обстоит 
дело и для вторых сумм. В качестве же условия того, что 
дискретный уровень из первой суммы (6.27) не попадет 
в область непрерывного спектра второй суммы (6,28) (или, 
наоборот, дискретный уровень из второй суммы в непрерывный 

спектр первой), мы получим 

М 2 

р < 1—5. (6.32) 

Для рассматриваемых пока значений х, ограниченных нера- 
венством (6.23), достаточным условием будет 

р? < 5(2 2+ 1) m2 для t< —p*, (6.32") 

а для реального т == т? условие (6.32) приведет к 

М ] 2 до 2 — m2 " р? < (5; 7) Aid tm», (6.327) 

Таким образом, дискретные уровни не попадут в область 
непрерывного спектра только для достаточно малых р?, 
удовлетворяющих одному из неравенств (5.32), т.е. для рас- 
сеяния на достаточно малые углы. 
  

т) Выполнение последнего критерия необходимо для примени- 
мости дальнейших рассуждений. 

6*
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К такого же рода, — но менее жесткому, — условию при- 
ходим мы, требуя, чтобы не смыкались две области непре- 
рывного спектра. Именно, для произвольного х мы получаем 

Поэтому для < — р? достаточно потребовать, чтобы 

р? < (25 + 1) m? для t<—p, — (6.337) 

а для < = т? условие (6.33) сведется к 

ре < Ми = (1) т длЯ =. (6.337) 

Наконец, сравнивая границу непрерывного спектра (6.31) 
с границей (6.17) ненаблюдаемой области, видим, что непре- 
рывный спектр не попадает в ненаблюдаемую область только 

  
Рис. 1. 

для р?==0, что соответствует рассеянию вперед. В других 
случаях хотя бы часть ненаблюдаемой области оказывается 
занятой непрерывным спектром. Таким образом, в случае 
рассеяния не вперед мы имеем вклад от непрерывного спектра 
в ненаблюдаемой области, который мы не умеем точно учи-
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тывать. Зависимость от р? для границы непрерывного 
спектра и положения дискретных уровней изображена на 
рис. 1. 

Вернемся теперь к вопросу о вкладе от дискретного 
однонуклонного уровня. Вычисление сумм в (6.27), — которое 
мы, чтобы не прерывать изложения, отнесем в дополнение Б,— 
показывает, что эти суммы можно представить в виде 

  

  

  

Ер (<) < lye __ 3] — ПР’ — , nN и 

") V p+ 2 р, 5’ |4» (0) [№е, 5") Х 

xX (Ae, S” | j, (0) | p, 5’) в--в, в) = 8* OB р), (6.34.1) 

E(t) p ar) 5 и 

ОК Зуев x (— р, 54 ©) [-—*е, 5") Х 

  

Х (—*№е, 5" |, (0) |р,5 ) [к- в.) = ФАС, р) (6.34.2) 

re g(t) совпадает при х = т? с наблюдаемым ядерным за- 
рядом реального нуклона !), а функции В(т,р) и А(т,р) 
(явный вид которых приводится в дополнении Б, формула 
(Б.18)) являются аналитическими функциями переменной = 
во всей комплексной плоскости. 

Итак, мы установили, — пока только для вещественных от- 
рицательных << — р?, — что Г(Е, ®) представляется в виле 

T(E, t) =f (E, t) — 22? (<) В (‹, р)5 (E+ E@))— 

— 2nig?(t) A(x, p)6(E— E (s) ), (6.35) 

где 
2Мт — 2р? -- т? — + 

(Е, ®) =0 ДЛЯ |E|< 2V Mp ° (6.36) 
  

6.8. Подытожим полученные пока результаты. Мы уста- 
новили, что при выполнении условия (6.23): 

а) ST’ (E, 2) будет аналитической функцией Е в 0б- 
ласти шщЕ > 0; 

  

1) Объяснение того, что мы понимаем под этими словами, смотри 
ниже в пункте 6,12,1,
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6) ST* (E,%) будет аналитической функцией Е в 06- 
Aacmu ImE < 0; 

в) на границе этих областей, при т Е ==0, разность 
Г(Е, <) представляется выражениями (6.35,36). При этом, 
если выполнены условия (6.32) (или хотя бы (6.33), но 
ниже мы будем предполагать первое), то на границе об- 
ластей (6.24) имеется некоторый отрезок ненулевой 
длины, на котором ЗТ(Е, <) = 0. 

Ly 
ee 

Ср Eth 

  

  

® ИАС  — УНИИ fO3DE FQ, > -SVHITYY) UBIRESOUNOROH 

Рис. 2. 

Поэтому, повторяя рассуждения $ 4, мы видим, что: 
$7" (Е, т) и $5Т“"(Е, <) можно рассматривать, как 
одну аналитическую функцию $Т(Е, *) от Е, с линиями 
разреза вдоль вещественной оси при 

  

  

2Мт — 2р?-- т? — т 2Mm — 2p? -- m2? — 

25 Имя PEE > Sap 
и с полюсами в точках 

Е = +E, (<), 

возрастающую на бесконечности не быстрее полинома 
степени п 
(см. рис. 2; мы считаем выполненным условия (6.32).
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Таким образом, к функции 

ST (Е, t) 2Mm — 2p? + m2 —+ 

Еву" | Bol < oy yeep 
можно применить интегральную формулу Коши с контуром С 
(рис. 2), которая приведет нас к соотношению (Е — ком- 
плексно!): 

  
8 (Е) == 

~ +co+ie 

ST(E,t) 1 ST (E’, «) dE’ 

(E— Eyy*tt 24 (E’ — Ey)"*! (E/ — B) 
—coo+ ite 

  

+ со —4= 

О. | ST (Et) dE _ 
(Е 
  

    

oni — Во)" *" (Е’— В) 
—~—co—ite 

гр За g(x) SBC) _ 
= oa f (E’ — E,)"*! (E’ — E) (— E, — £o)"**(— E,—£) 

  

2? (<) ЗА (с, р) У , 
~{- с. (<, р, Ес) Е". 

п- жив 0 (Ey — Eo)”** (Ep — £) wore № 

Освобождаясь здесь от знаменателя и замечая, что в силу 
(1.13) (п-+ [)-е степени при полюсах в точках Е = == Е, (<) 

можно уничтожить за счет переопределения коэффициентов 
у полинома по Е, мы получим дисперсионное соотнощение: 

ei  (E— "+0 I Sf (E/, =) dE! 
STE, t) = 2 (E’ — Ey" (Be 

    

  

2 2 + < oa р) 4 g° om ES р) + У. c, (t, p, E,) E* 

P (O<r<n) 

(6.37) 
(Е комплексно!). 

Подчеркнем еще раз, что мы установили это COOTHO- 
шение лишь для отрицательных —У <*< —р?. Настоящие 
же дисперсионные соотношения, связывающие физически 
реальные величины, получились бы из (6.37) после перехода 
к пределу вещественных Е только, если было бы уста-
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новлено, что это соотношение остается справедливым И ДЛЯ 

х = 171. 

6.9. Чтобы расширить область *, для которых верно 
соотношение (6.37), мы воспользуемся методом аналити- 
ческого продолжения. Для этого нам потребуется знать 
аналитические свойства функции f(E, *). Исследованию этого 
вопроса будет посвящен следующий параграф, в котором 
мы установим общие аналитические свойства фурье-образа 

T (52 для произвольных Ги 9—9" Сейчас же мы aw 9 р р, В 2 е ’ 

  

несколько забегая вперел, воспользуемся получаемым там 
результатом, который, в применении к нашей функции f(E, 7), 
гласит, что: 

Если все переменные Е, ти ^=У Е? — р? —* вещест- 
венны, 

ШУ << -р м? (6.38) 
(р— некоторое положительное достаточно малое число, 
а У — произвольное, но фиксированное, положительное 
число) и р’ удовлетворяет условию: 

— _M _?) 2 2. _ р“ < вт“; o= М- 

то функцию ЭХ(Е, °) можно представить в форме 

Sf(E, t) =F, EV M+ р- <; Э-Е 
+F,(—2EV M2-+ р?-Рх; *). (6.39) 

IIpu smom gyxnkuyuu F,(§ °) и Р.(&; °) будут обладать 
свойствами: 

(а) Р;(&; <) — обобщенные функции переменной &; 
(6) Р; (Е; *) — аналитические функции второй перемен- 

ной *, регулярные в области: 

— У < Кез< (1--5)т?, |Imt]|< pm’; — (6.40) 

(6.42) 

(в) 
В; (Е; ®)=0 для §< 2Mm-+ m? — 2p’. (6.41) 

1) Дальнейшие исследования В. С. Владимирова показали, что 

это число с можно увеличить по крайней мере до значения с =: 2,56 

(при a = 7) [27]. (Прим. при корректуре.) 
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Что в этом представлении является существенным, а что — три- 
виальным ? Чтобы выяснить это, заметим, что согласно (6.28) f(E, t) 
состоит из двух сумм, первая из которых обращается в нуль для 
Е< Ес (<), а вторая — для Е > — Ес (<). 

Если ввести теперь в качестве аргументов первой суммы вме- 
сто Е и т величины 

6, = 2EYV М? -+ р? + т ит, 

а в качестве аргументов второй — 

5 =-— 2ЕУ М?-- р? тит, 

то мы сразу получаем для Г(Ё, *) представление: 

F(E, t) = Fy (bs t) + Fo (Ge: ®), (6.39%) 

Е; (& t)=0 gan €< 2Mm-+ т? — 2р?, (6.41*) 
где 

причем по существу, чтобы достигнуть такого представления, до- 
статочно потребовать не выполнения (6.23), но просто того, чтобы 

Е ти^-= У Е? р? —т были бы все вещественны. 

Как мы видим, тривиальное представление (6.39*) тождественно 

с представлением (6.39), которое мы собираемся использовать (при- 

менение оператора $ ничего не меняет). Для представления (6.39*) 
выполняются и свойства (в) (6.41*) и (а) (поскольку всякая функция 
вообще говоря — обобщенная). 

Таким образом, существенно иетривиальным содержанием пред- 

ставления (6.39) является TOTbKO CBOHCTBO (6) — аналитичность 

функций Р; (&, <) по второму аргументу в области (6.40). 

Покажем теперь, что из представления (6.39) будет не- 

посредственно вытекать справедливость дисперсионного 

соотношения (6.44) и для нужных нам значений 

c= m. (6.19) 

6.9.1. Выберем сперва опять какое-либо отрицательное т, 

удовлетворяющее (6.23). Для такого ® будут одновременно 

справедливыми и представление (6.39) и дисперсионное соот- 

ношение (6.37). Тогда, подставляя (6.39) в (6.37), найдем: 

ST(E, =) = © (E, Э- 

2(s)SA(t, p) | B®) SBC, p) , 
+ ee t+ etree + У с, (*, р, Ес) Е”, 

P P (O<r<n) 
(6.43)
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где мы положили 

__ (Е В 

  

  

  

Ф(Е, = 21 
4+ со 

dE" PF, (2E”V M? + p?; 2) 

(в ме Е — ин — со и__ — м __ — FE 

aimee) arn 
(Е — Е)! 

+ Qui x 

"7 dE" Fy QE" V М?- р?; +) 
‘I Gey в 

ии 2 М- р’ 2/ М р? 0} 
(6.44) 

. 

Исследуем аналитические свойства введенной этим определением 
функции Ф (Е, <). Чтобы исследовать аналитичность по отношению 
к переменной Е, воспользуемся теоремой: 

Функция Г(Е) будет аналитической функцией в такой 00- 
ласти изменения комплексной переменной Е, в которой знаме- 
натель (Е — Е^) не обращается в нуль, коль скоро эту функцию 
можно представить в виде 

9 (E’) dE’ 
Л(Е) = (E’—B) , (6.45) 

- где $ (Е^) — произвольная функция, ограниченная лишь тем тре- 
бованием, чтобы интеграл в (6.45) имел бы смысл. 

Для функций $(Е’), квадратично интегрируемых, эта теорема 
хорошо известна в Теории функций комплексного переменного; 
можно показать, что она сохраняет силу и если $ (Е’)— обобщенная 
функция, интегрируемая в некотором классе (см. $ 1). 

Применяя эту теорему к нашим интегралам (6.44), видим, что 
функция Ф (Е, *) будет аналитической функцией ЕЁ в такой области, 
где ни один из знаменателей 

+! <’ >} г-жи +) * (бути -5 ЗУМ Ь: Г " 2 М р’ } 
не обращается в нуль, Т. е. в области 

Im у +B) + 0, 

поскольку Е” вещественно. Это наверняка будет так, если мы 
ограничим область изменения переменных Ё и т строгим неравен-
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CTBOM: 

[Ime] 
a ef eee I Im E }. 
2У м-р 

Это — единственное т|.ебование, которое надо наложить, чтобы 
Ф(Ё, <) была бы аналитической по отношению к переменной РЕ. 

Перейдем теперь к аналитичиости по отношению к переменной *. 
Заметим прежде всего, что в силу свойства (6) представления 
(6.39) функции РЁ; ($, т) являются аналитическими функциями 7 B O6- 
ласти (6.40). Поэтому, чтобы достигнуть аналитичности функции 
Ф (ЕЁ, т) по х, нам остается только позаботиться не расстроить 
аналитичности функций Р; (<, <). Рассмотренный выше множитель 
в знаменателе не может сделать этого, поскольку, благодаря допу- 
щенному ограничению, он теперь уже не может обращаться в нуль. 
Но единственные остающиеся тогда под интегралом множители — 
это множители 

(Е Хх Е n+l ( El т Е п-+1 

2У М? р? ) ma 2V M+ p? 9 

в знаменателе. Они также не смогут обратиться в нуль в действи- 
тельной области интегрнрования, если мы выберем постоянную Ру 
лежащей в области, где оба подинтегральных выражения Fy Hn Fe 
обращаются в нуль, т. е. в силу (6.41) в области одновременного 
выполнения неравенств 

2Мт -- т? — 2p? < 2Mm + т? — 2p? 

умы СУМЫ < УМЕР 

2Mm +- m2 — 2p? ^ 2Mm- m2— 2p? 

рум ST Oya pp Ss 2V ie 
(для вещественных 7) 

      

      

Эти неравенства эквивалентны требованию 

2Mm + m2 — 2p? —+ 

2У М - р? 

Но наши * и р? ограничены неравенствами: 

  | Во < = Ес (*) для вещественных <. 

<< (1 р) т? для вещественных * и p?< om?, 

Поэтому сформулированное выше неравенство, ограничивающее 
Еу будет выполнено, если потребовать 

Mm — (p ++ 20) т? 

УМЕ   
2 

| Во|<
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Итак, интегралы (6.44) определяют функцию Ф(Е, т), 
аналитическую в области 

—V <Rer< (1+ p)m?, |Im t]< pm?, 

\Im </|<2V M?-+ p2|Im EI, 

если мы выберем Е’ лежащим в интервале 

2Мт — (p -+ 2c) т? 2Mm — (p + 2s) т? 
— a em (6.47) 

2V M+ p? УМ р ‘ 

6.9.2. Но, с другой стороны, мы установили выше, что 

функция ST(E, т) регулярна в областях (6.21) и (6.22), 
т. е. в области (6.23’). Исключим еще полюса, которыми 

обладает функция ST(E, <) в точках Е = Ер (<) с по- 
2 

мощью умножения на (Е? — Ер (т)). Тогда мы видим, что 
выражение 

(6.46) 

  < ВБ, < 

{ST(E, t)—®(E, +)} (E2?— E2 (2) (6.48) 

должно быть аналитической функцией обеих переменных Е 
и ^ в общей части областей (6.46) и (6.237), т. е. в области 

—V <Ret< (1+ 9) m?, |Im t] < pm?; 

[11 *| <2У М-Н р?|шм Е|; | (6.49) 

[Im VY £2 — p?—+|< |Im E}. j 

Но Aaa BeuleCTBeEHHEIX t<—p? 9Ta Pa3HOCTb AOMKHA, COPAaCcHO 
дисперсионному соотношению (6.37), совпасть с полиномом 
по Е: ° 

5 (5) $А (х, р) (Е-Е Ер (<)) + 2? (<) $В (<, р) (Е — Ер(<)) | 

 (Е*— Ер(з)) № с,(, р, ЕдЕ?. (6.50) 
(0<7<п) 

Тогда она должна быть полиномом по Е и во всей области 
аналитичности (6.49). 

Напомним телерь, что аналитичность по * функций А (сх, р) 
и В(‹, р) будет показана в дополнении Б (ср. (6.34)). Далее, 

Ер (т) является аналитической функцией < по самому своему 
определению (6.26). Поэтому функции 2? (т) и с, (<), опре- 
деленные пока только для вещественных *, удовлетворяющих
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(6.23), должны допускать аналитическое расширение на 
некоторую область комплексных значений ‹. Покажем, 
что эта область во всяком случае включает в себя всю об- 
ласть (6.40), 

— УИ < Кет < (1-0) т?, |Imt| < pm?. (6.40) 

В самом деле, выберем некоторое * = <*, [ш^* = 0, лежащее 
в области (6.40), и покажем, что к нему всегда можно подобрать 
соответствующее Ё = Е* так, чтобы пара ^*, Е* оказалась бы в об- 
ласти (6.49), например, положив 

2 Ве Д*. 11 Д* = тс", Ве < М, \ 

(Ве Е*)? — (м Б*)? — Ве <* — p? > 0. } 

Действительно, замечая, что 

(Im VB? — p?—<#)? = 
+ {Vike @?— pe — FF lim EF Fp + 

+ Rev" + p?-— Re BY , 

(6.51) 

  

— 
— 

видим, что при сделанном выборе 3? 

(т УЕ — р? — =) = 

: 4 
a 

= 5 {V (Re (E72 — р? _. t*)]? +. Re ~* + р? __ Ве E*| — 

= 0< (Im E*Y + 0, 

  

и, следовательно, неравенство 

[im V £2 — p?—wv |< Ца д*| 

выполняется. Далее, 

| 1 <*| = 2 | Ве А* | [п А* |< 2М |1 Е*| < 2 У М2 -Е р? |1 Е*|, 

— т. е. все неравенства (6.49) действительно выполнены. 

Таким образом, для любой точки “* из области (6.40) 
с [п ^* 0 всегда можно найти такое Ё*, что пара <*, Е* 
будет лежать в области (6.49). Но отсюда следует, что 
функции 2” (^) и с,(<) будут аналитическими во всей области 
(6.40) с возможной линией разреза вдоль вещественной оси. 
Покажем, что на самом деле такой линии разреза нет. 

Рассмотрим для этого вещественное 

Уха ри
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и положим 

х = 1+ = т, И 4 > 0, 

iy 

Чтобы такие пары *, Ё входили бы в область (6.49), очевидно до- 
статочно потребовать, чтобы 

2 
р (1 рт < Е, < М? 

(действительно, тогда при достаточно малых 1 точки <+, Е + будут 
удовлетворять неравевствам (6.51), наложенным выше на точки <”, 

Е“). Но если точки *+, Е+ входят в область (6.49), то они войдут 
и в область (6.46) аналитичности функции Ф(Ё, <). Поэтому 
Ф(Е+, <+-) будет аналитической функцией обоих аргументов. Но 
в область (6.46) входят и точки с с [п * = 0 (но не точки Ес ЕЁ == 0!). 
Поэтому мы можем заключить по непрерывности, что 

lim ® (A+, <4) = lim ® (EZ, + ie, х,). 
71> 0 e>0 

е>0 

Но разность 
lim (® (E, -+ ie, t,) — ® (E, — ie, ¢,)) 

в >0 

можно явно вычислить. Действительно, подставляя сюда интегралы 
(6.44), определяющие Ф, мы получим 

® (LE, + ic, t,) — ® (E, — ie, t,) = 

  

    

  

  

  

+00 

_ (Fr— Ey") | Fi QE V MP +p за 
2ri Ty n+1 

- 2V +p 
1 I 

Ве Е, 
ум Ут pore 

+00 

(Ey — Ey)"*? Fy (2E’ VM? + p®; t,) dE’ 
+ 2rd < их | (Ее 0) 

© 2у м-р 
| < = —— 

РТ: Ум "| 

—. fl ty E, + is } 

2у М -+ р
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где стоящие в круглых скобках разности сводятся в силу симво- 
лического тождества (1.4) к 8-функциям, после чего интегрирование 
выполняется, и мы находим 

lim (O (E,, t4) — ® (E_,t_)) = Fy (2E,V Me + p+ ty; ty) + 
n> 

+ Po(— 26, V M+ p35 t) = Sf(En ty). 
Если домножить теперь это равенство на исключающий 8-функции 

от Е -Е Ёр (*) множитель Е; — Ер (<), то мы получим 

lim [®(E,, t+) — © (B_, t_)] (EF — Е& (<,)) = 
1>0 

= Sf(Ey, tr) (Ey ~ Ep (tr) ) = ST (Ep, tr) (Ep — ES (ey) ). (6.52) 

С другой стороны, наши пары точек Ё.., *.. и Е_, *_ приводят 
в пределе при ч-—0 к вещественным ^ (мнимая часть ^ будет по- 
рядка 1?); поэтому пара Е+, <. входит в область (6.21), а пара 
Е-, *—-—в область (6.22) и, следовательно, интегралы, соответ- 
ствующие (6.20.1) и (6.20.2), от таких пар точек будут иметь смысл 

и сходиться, при у -> 0, к функциям 57" (Е,, *,) или ST (E,, +,) 
соответственно. Таким образом, будет выполняться предельное со- 
отношение: 

lim {ST (Ex, t4)—ST(E_, t_)} = ST (Ep +). 
%>0 

Умножая его на (EF — EB (t,)) и сравнивая с (6.52), видим, что 

(£2 — Ef (x,)) lim [ST (Ey, +4) — © (By, 44)} = 
7>0 

= (Е#— Е* (<,) ) lim (ST (Z-, t-) — © (E_, t_)}. 
}>0 

Но в этом равенстве слева и справа стоят значения функции (6.48) 
от пар точек Ё.,, <. и Б.,“_. Так как такие пары лежат в обла- 
сти (6.49), то функция (6.148) должна равняться для них полиному 
(6.20). Обозначая этот полином через Р.(Е), можем записать наше 
предельное соотношение в виде 

lim P,, (E+) = lim P,_ (E-). 
Z>0 n>0 

Но полином -- непрерывная функция. Поэтому можно написать 

lim P,, (E,) = lim P,_ (E,), 
170 770 

т. е. зазисимость Р.(Ё) от * при переходе * через вещественную 
ось также будет непрерывной. Но выше и ниже вещественной оси 
коэффициенты этого полинома зависят, как было установлено выше,
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от т аналитически. Следовательно, аналитичность сохраняется и для 
точек вещественной оси т, т. е. никакой линии разреза действи- 
тельно не будет. 

Итак, функции 5?(°) и с,(5) не обладают линиями 
разреза и регулярны во всей области (6.40). 

6.9.3. Вернемся теперь опять к соотношению (6.45). 
Аналитичность функций 2? (<), с, (<), Ер (<), А (с, р) и В (<, р) 
по переменной * в области (6.40) мы только что установили. 
Зависимость же трех последних членов в (6.43) от Е— яв- 
ная, и из нее сразу видно, что они будут аналитическими 
функциями Е, во всяком случае для всех не чисто веществен- 
ных Е. Итак, три последних члена в (6.43) являются анали- 
тической функцией Е и х в области 

_-Y < Res < (1 + p) m?, [Im | <pm?, ImE = 0. (6.53) 

Что же касается функции Ф(Е, =), то мы уже установили 
выше, что она аналитична в области (6.46). Таким образом, 
вся правая часть соотношения (6.43) является аналитической 
функцией в области (6.46). | 

Поэтому мы можем теперь расширить область опреде- 

ления функции 5Т(Е, *) так, чтобы она равнялась правой 
части (6.43) во всей области (6.46). 

6.9.4. Подчеркнем, что для расширенной таким образом 
функции сохраняются обычные соотношения с несобствен- 
ными пределами: 

~ ret 
lim ST (E = ie, t) = ST" (E, 1), (6.54) 
¢>0 
$>0 

если только Е, ти ^=У Е?--р?—т все вещественны и 

—V<t< (1+ 9) m?. (6.38) 

Выполнение этих несобственных предельных соотношений было 
бы очевидным, если бы допредельные аргументы были расположены 

в области (6.49), Действительно, тогда (1) функция $Г(Е, =) была 

бы аналитической и (2) можно было бы непосредственно исполь- 
ret 

зовать иитегралы (6.20) для 5Та4т. Однако легко видеть, что сме- 
щая точку ЕЁ в (6.54) с вещественной оси, мы выходим из этой
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области, поскольку при этом может нарушиться последнее из не- 
равенств, определяющих (6.49). 

Чтобы _обойти эту трудность, заметим, что согласно (6.43) 

функция $5/’ (аналитическая, как только что было установлено, 
в области (6.46)) будет аналитической функцией как для пары аргу- 
мертов Е - 4, +, так и для пары, получающейся из предыдущей, 
если достаточно мало сместить с вещественной оси второй аргу- 
мент т, т. е. для пары Е Е {е, < + 24а Ее. 

Поэтому мы можем заменить предельный переход (6.54) другим 
предельным переходом 

lim ST(E + ie, t) = lim ST (E “ie, t+ Qi Ee) 
= >0 & >0 
e>0 &>0 

УМЕР jaja. 
Но этой мнимой добавкой к т можно распорядиться так, чтобы 
точка Е -Е |, «< 22а Де не вышла бы за пределы области (6.49) (мы 
не будем останавливаться здесь на несколько громоздкой выкладке, 
подтверждающей это утверждение). Поэтому мы сможем восполь- 
зоваться формулами (6.20) и написать 

Нт 57 (Е - Е, <) = Шт 57 (Е Ее, *- 9 Ве) = 

  

  

  

= >0 Е >0 
e>0 =>0 

—S J ет во '--хе т "(Е + 1) —р?- (< +248 Ее) х 

(Ep? Re W(E Е ret 
IU» Sah? nt 23 —_— xe! x —xe Reb (E + ie)? pt—(« + 2ta *) pat ( yy ax 

С 

| Im У (Е р (t + 2ia Ee) l<e, 

ввиду чего 
ret 

lim ST (Ete, t+ Qta Ee) = ST*" (EZ, т), 
>0 

250 
что доказывает соотношение (6.54). 

6.9.5. Таким образом, мы установили дисперсионное со- 
отношение (6.43) во всей области (6.46), равно как и то, 

что Ana ST(E, 7) c E, +t из (6.46) выполняются обычные 
предельные переходы (6.54) в запаздывающую и опере- 
жающую функции. | 

Но в область (6.46) входят, в частности, все точки 

с т Е 52 0 и вещественным —У < з< (1-- 2} 7т?. Поэтому 

7 Зак. 2670. Боголюбов и др.
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соотношение (6.43) будет верно всегда, когда 

п Е == 0, т—=—=м?, 

т. е. для действительно нужного нам значения <. 
Проводя теперь в интегралах (6.43, 44) замену перемен- 

ных интегрирования, обратную использованной при переходе 
от (6.37) к (6.43), получим снова дисперсионное соотноше- 
ние (6.37), в котором только на месте функции Sf (E’, m2) 
будет теперь стоять выражение 

Sf (E’, т?) = F, (2E’ V M2 + p?+ m?; m2) + 

+ F,(— 2E’ V M?-+ p?-+ т?; т?), (6.55) 
т. е. дисперсионное соотношение: 

__ n+ 

ST(E, т?) = Tal 

-- со 

f Fy (2B VM? p? т; и) + ВСЕ’ У МЕ ре; т), 
9. (E’ — E) (E! — Ey)"* 

8? (т?) SB (m?, p) | g®(m?) SA (m%, p) = , 
+ E + Ep (m?) + E — Ep (тэ) = У c,E’, (6.56) 

Oo<rgn 

    

Заменившее теперь функцию 5/(ЁЕ, т?) выражение (6.55) 

а) при |Е|> Ум?--р? совпадает с 5/(Ё, т?); 
6) в интервале 

НЕ <иуякЯ вы 
где непосредственное определение функции 

Sf(E, т?) = ST(E, m?) 

через интеграл (6.20.3) смысла не имеет, выражение (6.55) 
можно рассматривать, как надлежащее аналитическое про- 
должение этой функции на интервал (6.57); 

Мт — p? 
в) при |Е| < -—-——— выражение (6.55) обращается ) при |Е\ Vite p 

в нуль.
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Итак, мы доказали выполнение дисперсионного соотно- 
шения (6.37) для нужных нам значений т, если исполь- 
зовать расширенную функцию (6.55). 

6.10..В выведенных нами дисперсионных соотношениях 
(6.37) или (6.56) пока считается, что энергия Е комплексна, 
[11 Е ==0. Чтобы перейти к представляющим непосредственный 

интерес вещественным значениям Е, подставим в (6.56) до- 
пустимое комплексное значение 

ЕЕ (E € R), 

и устремим = к нулю, воспользовавшись для проведения 
предельного перехода к левой части установленными выше 
формулами (6.54), а в правой — символическим тождест- 
вом (1.4). Тогда, в зависимости от знака в, мы получим, 

если воспользоваться сокращенным обозначением 5/(Е, т”), 

ret 

ST#¥ (E, m2) = 2 ЭТ(Е, т?) + 
со +0 

(Е — 0)" \" SFE, т?) / 
9 I ea? EE т 
  

—с 

85° (т?) 5В(т?,р) 8° (т?) ЗА (т?, р) 
FP E +- Ep (m?) TP E — Ep (m?) + 2 с.г. 

(6.58) 

    

Здесь мы воспользовались соотношением (6.35), чтобы объ- 
единить в ЭТ все возникающие при применении (1.4) к зна- 
менателям д-члены. (Заметим, что, поскольку мы считаем 
сейчас энергию Е (но не Е’) лежащей в наблюдаемой об- 
ласти, то способ обхода полюса в членах с 2? справа ко- 
нечно безразличен. Но в наблюдаемой области обращаются 
в нуль и возникающие из-за изменения способа такого об- 
хода члены с 0(Е = Ер).) 

Складывая теперь оба соотношения (6.58) и переходя 
с помошью (3.34), (3.35) и (6.9) к функциям ОР. (Е, т?) 
и А. (Е, т?), мы получим дисперсионное соотношение, свя- 
зывающее теперь уже непосредственно интересующие нас 
величины — эрмитову и антиэрмитову части амплитуды 

7*
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рассеяния: 
Мт-р? 

ИМЕ р: 
E—E,)"t S Ay w(E’) SD. (E = Вр | / vw 

at ( ) к . dE (E’— £)(E’—E,)"*! 

+00 

+. (E— E,)"*! P dE’ SAyy (E’) + 

ме (EEE Ey)" 
УМ р: 

  

8? (т?) SB (т?, р) 8 (т?) ЗА (т?, р) 
oP E-+Ep + PEE Ep + Xs 

O<cre 

(6.59) 
Mm—p° 

Мы воспользовались здесь тем, что в области | Е | > ——_*— 
У МЕ р? 2” 

по которой только и производится интегрирование в (6.59), 
можно написать 

Sf(E', т?) — УТ(Е’, т”) — Аи (E”), 

где, таким образом, А,,(Е) означает антиэрмитову часть 
амплитуды рассеяния, продолженную в ненаблюдаемую об- 
ласть с помощью проведенной выше процедуры. Кроме того, 
мы перестали, где этого не требуется, отмечать аргумент 
— 12; так, например, Ер означает теперь 

2p? + т? 

— действительную энергию однонуклонных промежуточных 

состояний. 

6.11. Чтобы дисперсионные соотношения (6.59) можно 
было бы непосредственно применять, в них надо еще изба- 
виться от интегрирования по отрицательным энергиям и, за- 
тем, выразить через наблюдаемые величины входящие в по- 
лином по Е неопределенные константы с,. Этого можно 
будет достигнуть, используя установленные выше свойства 
симметрии (6.10) и, для исключения констант, проведя явно 
вычитательную процедуру. 

Ep = Ер (т?) =
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Прежде чем, однако, переходить к выполнению этих 
операций, мы сделаем допущение, что 

степень роста полинома 
в (6.59), п, равна единице. (6.61) 

Это — некоторое новое дополнительное предположение; 
в 68 4 Ио мы уже сталкивались с таким положением, 
когда нам приходилось, поскольку мы не ссылаемся на ка- 
кой-либо конкретный вид лагранжиана, постулировать по- 
рядок роста матричных элементов на бесконечности. 
Наше конкретное допущение (6.61), с одной стороны, на- 
ходится в согласии с результатами теории возмущений для 
псевдоскалярной мезонной теории, а с другой — подсказы- 
вается опытным материалом: полином более высокой степени 
привел бы к более чем линейному росту О„, (БЕ) с энергией, 
что противоречило бы эксперименту. 

6.11.1. Переходя в соотношениях симметрии (6.10) к нашей 
системе координат и применяя к ним операции $ симметризации 
и антисимметризации по е, устанавливаем, что входящие в диспер- 
сионные соотношения симметризованные (антисимметризованные) 
по е и по изотопическим индексам мезонов комбинации А,» (Е) 
обладают следующими свойствами симметрии по энергии (ср. (6.16.)): 

Se (1 + Pop’) Avw (— E) = —Ge(1 + Poo") Avw (E) | 
Se (l= Pret) Any (= B) = + Se (I — Pe’) Aro (Bi | (6.62) 
We (1+ Pee’) Anu (— E)= + %e (lb Pye) Avw(E J 
Me (1 — Рур') Аеь( — В) = - Ue (1 — Poo") Avw (E). | 

Что же касается свойств симметрии для эрмитовых частей О..,(Р), 
то их нет нужды выписывать, поскольку они в точности противо- 
положны (6.62). 

6.11.2. Отметим теперь, что имеют место два тождества: 

  

  

  

9 } | (ЕЕ "| _ _ ” PB EBay (=P (=F EF |= 
E/ 

> — 46 (В — В, (E” a E?) (E/?-E9) (E? —. ЕТ) 
  = 2 (Е? -— Eo) 

(6.63)
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И 

  
  

1 ] 

Е — ув Ey t (PP EF ~ 
] 2 ] — — 42 (ЕЕ). 

(Е’? — Е?) (E’? — E>) 0 ( 0 (Е — Bey? 

(6.63) 

= 28 (ЕЁ — ЕЗ)   

Поэтому, применив к интегралам по отрицательным энергиям 
в (6.59) соотношения симметрии (6.62), мы получим сейчас же (во 
вторых членах в правой части тождеств (6.63) зависимость от Е 
и от Е’ факторизуется; после интегрирования по Е’ они приведут 
просто к полиномам по РА, которые можно считать включеиными 
в полиномы сс Е): 

Зе (1 + Poo’) Dow (Е) — 
оо 

E’Se(1 + Poo) Avw(E’) 
(E* — BE) (E” — E>) 
  

2 
— 7 (E2—E5)P | dE’ 

    

Mm—p° 

Vite 
‚ бе (1-Е Рр»’) В (т, р) „бе (1-- Ру’) А (т, р) 

+ g° E+Ep $7 E—Ep + со са В, 

Зе (1 — Pop’) Dow (E) = 

  

  

    

1 — Poor) Agy (E’ 
= Fee BP | dE! Se ( pp”) Agw (E’) 

п (Е? — Е?) (Е? — Е) 

Mm—p? 

УМК: 

©е (1 — Рь') В (т?,р) „Фе (1 — Рьр') А (т?, р) 
° 2 Е, +5 E+ Ep $ E—T> + Cay > Coy 

We (1 + Pog) В, (Е) == 

5 We (1 ++ Poo’) Аш (Е 2 Eye | AE! e (1 + Poe’) (E’) — — E (£2 — - 
п (Е? — Е?) (E’”? — Е.) + 

  

Мт-р? 

V M?- p? 

, tle (1 + Pop’) B(m?, p) , we (lL + Pop’) A(m?, p) 
+8 ELE 5" — ЕВ + 39 + CHE,    
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We = (1 — Poo’) Dog (E) = 

оо 

2 Ее (1 — Ру") Agw (E’) = Fe epp | dE! pee 
(Е? — Е*) (В? — Е.) 
  te 

Mm-—p? 

Ум+р? 
„ (е (1 — Р;р) В (т?, р) Че (1 — Pop) A(m?, p) 

&~ ЕЕ, 5? E—Ep + C49 + Cg E. 
    

6.11.3. Используем теперь свойства симметрии, чтобы упро- 
стить выражения для вклада от однонуклонного состояния. 

Из выражений (6.34.1) и (6.34.2) для В (ъ,р) и А (ъ,р) видно 
(в дополнении Б, формула (6.18), будет показано также, что эти 
величины зависят от Е только через посредство ^ = У Е? — р*—* 
и потому не меияются при замене Ёр на — Ер), что они обладают 
свойством симметрии 

В (ър) = — Poo Pe A(t, p) (6.64) 

(здесь Ре — оператор замены е-»> —е). Поэтому для них имеют 
место соотнощеиия: 

Ge (1 — Pop’) B(m’, p) = +- Se (1 —- Pop’) A (m?, р), 

We (1 + Poe’) B (m?, p) = + We (1 + Poo’) A (m?, р), 
We (1 -—- Poo") B (1712, р) = — We (1 — Poo’) A (m?, р), 

которые позволят нам объединить в дисперсионных соотношениях 
оба члена, описывающих вклад однонуклонных состояний. Практи- 
чески это удобнее сделать, записав предварительно: 

1 I E—E 2 ~,» 

ELE, ~ELE ( Fe) tot ok. 
~~ “Pp р 

  
+ Ey — Eo 

где возникающий полином можно будет опять включить в наши 
общие полиномы. Тогда для разности и суммы двух таких выраже- 
ний можно будет непосредственно применить тождества (6.63) и мы 
получим в однонуклонных члеиах точио такие же комбинации, что 
и в интегральных, только с Е’, замененным на Ey 

6.11.4. Наконец, напомним (ср. (6.10) ), что стоящие в левых ча- 
стях дисперсионных соотношений симметризованные комбинации 
функций О.ь(ЁЕ) также обладают определенной симметрией по Е — 
именно, в первом и последнем из выписанных соотношеиий ‘слева 
стоят четные функции Ё, а во втором и третьем — нечетные. Легко 
видеть, что интегральные члены, равно как и преобразованные, как 
только что было описано, вклады однонуклонных состояний, сами 
обладают должной симметрией. Поэтому такой же симметрией
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должны обладать и произвольные пока полиномы по Ё, т. е. в первом 
и последнем соотношениях может присутствовать только произволь- 
ная константа, а во втором и третьем — только линейный по ЕЁ член. 

6.11.5. Таким образом, в каждом из дисперсионных со- 
отношений у нас остается по одной постоянной, которую 
нельзя определить из эксперимента. Чтобы исключить их, 
прибегнем к вычитательной процедуре. 

Напомним, что согласно смыслу проведенного выше вы- 
вода дисперсионных соотношений энергия EQ должна лежать 
в ненаблюдаемой области, причем в части ее, не занятой 
непрерывным спектром. Мы хотим перейти теперь к другой 

фиксированной энергии, Ej, которую мы хотим теперь вы- 
брать в наблюдаемой области, и связать остававшиеся пока 
произвольными постоянные со значениями действительных 

частей амплитуд рассеяния для этой фиксированной энергии Eo. 

Заметим для этого, что «ядра» наших интегралов обла- 
дают своеобразным «групповым свойством» относительно 
сдвига фиксированной энергии Е\. Именно, легко видеть, что 
выполняются тождества: 

Е’ 

(E” __ Е?) (Е” __ E>) 

Е’ 

(BPE) (EB) 
FE’ 

(2?) (BFF) 

    (Е? — В) — (= — в) 

  (ЕЕ) 0 ‚ (6.65.1) 

  | 
Ew , 2 

(т Е“ (Е, — В) х 

X om = Е (ЕЕ) 
(E” — E,°)(E” — Ep) 

F (E* — E) 

| 

(E” _. E*) (E” __ Ey’) ° 

(6.65.2) 

    

Тем же свойством обладают, конечно, и члены, представляю- 

щие вклады однонуклонных состояний. 

Поэтому, если мы напишем наши дисперсионные соотно- 
. / 

шения один раз для энергии Е, а второй раз для энергии Бо и 
после этого почленно вычтем из дисперсионных соотношений 
для Е соответствующие соотношения (для первого и последнего 

/ 

дисперсионных соотношений) для энергии Ез, или (для второго
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/ 

и третьего) — соотношения для энергии Ep, помноженные 

на Be —то мы получим в правых частях точно Te же выражс- 
0 

ния, в которых вместо энергии Ех будет стоять теперь энер- 
/ 

гия Ед из наблюдаемой области, а имевшиеся ранее произ- 
вольные константы уничтожатся: 

Se (1 + Py") Dw (Е) — Se (1 + Poo) Day (Ey) — 

Doe ph Pay BIB e (1+ Pop) Aa (E?) — 2 (Е*. ЕР — 
zt ( i) | dE (Е?— 2?) (Е? — Е) 

Мт-— р" 

У А+ р 

  

(Hp £*) (Ep — 40) 

SEP) Poe EBS 0 Pode EO 

G, (1+ P,,,) A(m?, р), (6.66.1) 

  

  

Fo 

__ 2 E(E? р [ pi Se (1 — Poor) Aw (E’) 

oo Neen EB’? — EB?) (E?— E2) 
Mim~ pt 
Vip 

(eB 
  — в С Se (1 — Pro) A (m?, p), (6.66.2) 

р 

Ye (1+ Ppt) Бьь (В) — Fe We (1 + Pep) Dauy (Ea) = 
CO 

  

  

Le (1+ Poor) Aaw(E) © F(R 

PEEP YAP eee 
Mm-—p? 

УМ +р 

Е(Е*— Е) 
  

— 2g? — 

( 
в % (1-Е Р.А (т?, р), (6.66.3) 

8—8) (в) "
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Хе (1 — Pop’) Dy (В) — % (1 — Poo) Daw (Во) = 

Е’. (1 — Poor) Agw(E’) 

(E? — Е) (E” — 6) 
  

сз 

2 (2 2 ° = —(E* —E%)P | dE’ 
Мт-р’ 

Ур: 

(Е? — E>) Ey 

E, — £*) (£5 — £5) 
  —2=° We (1 —Prpr) A (m2, p) (6.66.4) 

(мы опустили здесь штрих у энергии Ey, NocKombKy npexHee 
обозначение Е, нам больше не встретится). 

6.12. Дисперсионные соотнощения (6.66) уже не содержат 
более ни интегрирования по отрицательным энергиям, ни не 
имеющих физического смысла неопределенных постоянных. 
В самом деле, поскольку мы считаем теперь, что энергия Е 
лежит в наблюдаемой области, 

Е > Ут -- р, = (6.67) 
то 0),„(Ео) можно определить экспериментально. Далее, ве- 
личина А (212, р?) будет явно вычислена в дополнении Б (Б.18.1). 
Таким образом, в соотношениях (6.66) остается неразъяснен- 
ной только постоянная 

= (®) | м». (6.68) 

Остановимся на вопросе о ее физическом смысле. 
6.12.1. Как известно, вопрос о том, что назвать «экспе- 

риментальным мезонным зарядом реального нуклона», не ре- 

шается, в отличие от аналогичного вопроса в электродина- 
мике, однозначно. В последнем случае общепринятым является 
определение экспериментального электромагнитного заряда 
как коэффициента, стоящего при тройной вершине для рав- 
ных и реальных импульсов заряженной частицы и равного 
нулю импульса фотона. С формальной точки зрения такое 
определение оказывается возможным, поскольку для этих 

значений импульсов частицы одновременно как импульс фо- 
тона оказывается реальным, так оказывается возможным и 
удовлетворить законам сохранения (импульс 9—0 может 
относиться к реальному фотону!). Физически такое опреде- 
ление означает апелляцию к опытам по поведению электрона
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в медленно меняющихся макроскопических полях типа опыта 
Милликена и, в конечном счете, по существу к возможности 
определить электромагнитный заряд в чисто макроскопиче- 
ских опытах, исследующих взаимное притяжение заряженных 
бузинных шариков. 

В мезодинамике подобный путь является закрытым — из-за 
экспоненциального спадания ядерного поля с расстоянием 
(обусловленного конечностью массы мезонов) макроскопиче- 
ской мезодинамики не существует, и потому определить ме- 
зонный заряд из макроскопических опытов нельзя. Формально 
это проявляется в том, что (из-за той же конечности массы 
мезона) нельзя так подобрать импульсы тройной вершины, 
чтобы одновременно (а) они были вещественны, (6) отвечали 
бы реальным частицам и чтобы (в) выполнялись законы со- 
хранения, — т. е. чтобы был возможен реальный процесс. 

Поэтому, как бы мы ни построили определение «экспери- 
ментального мезонного заряда реального нуклона», оно обяза- 
тельно будет формальным и будет относиться к величине, 
фигурирующей лишь в теоретических выкладках, но отнюдь не 
поддающейся непосредственному определению на опыте. Кон- 
кретный выбор определения не будет иметь при этом прин- 
ципиального значения, надо лишь, чтобы такое определение 

было четко сформулировано. Поэтому мы вправе опреде - 
лить экспериментальный мезонный заряд реального нуклона, 

как коэффициент при тройной вершине для случая, когда, 
во-первых, выполнены законы сохранения и, во-вторых, все 
три импульса относятся к реальным частицам. 

Составляющие импульсов неизбежно окажутся при этом 
комплексными, поэтому непосредственно определить удовле- 
творяющий таким условиям заряд через вакуумное среднее 
третьей вариационной производной матрицы рассеяния (которое 

будет играть при нашем способе построения теории роль коэф- 
фициента у операторов поля при тройной вершине) нельзя, и 
мы естественно приходим к тому, чтобы воспользоваться ме- 
тодом аналитического продолжения, т. е. сначала ввести, 
с помощью соотношения (Б.1Г) из дополнения Б, функцию 
5(4?) для 4 ==, удовлетворяющих неравенству (6.23), затем 
выполнить (возможность чего будет доказана в Б.5) аналити- 
ческое продолжение этой функции вплоть до отвечающего 
реальному мезону значения т == т? и определить экспери- 
ментальный мезонный заряд реального нуклона, как значение
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введенной в (Б.!1) функции g(g?) для 4? = т?, т. е. как 

£ = 8 (42) |+-=т». (6.69) 
Выкладки раздела Б.5 показывают, что так определенный 
заряд будет вещественным. 

Итак, единственной входящей в (6.66) не наблюдаемой на 
опыте постоянной можно придать ясный и важный физиче- 
ский смысл и (см. ниже 5 8) сами соотношения (6.66) можно 
будет использовать для экспериментального определения этой 
постоянной. 

6.12.2. Однако в интеграле по Е” в наших дисперсион- 
ных соотношениях (6.66) все еще остается интегрирование 
по части ненаблюдаемой области, именно, по части, занятой 

непрерывным спектром. Хотя выше и было показано, что 

антиэрмитову часть амплитуды рассеяния А„,(Е) можно полу- 
чить в этой области аналитическим продолжением из наблю- 
даемой области, ясно, что реально такое продолжение можно 
было бы осуществить, лишь если бы имели полученное из 
теории аналитическое выражение для А,„„,(ЁЕ), но не только 
находимые из опыта приближенные численные значения. По- 
этому, поскольку теория мезон-нуклонного взаимодействия 
пока отсутствует, практически вычислить эту часть интеграла 
не удается, и нам придется просто пренебречь ею, выполняя 
интегрирование не от приведенного в (6.66) нижнего предела, 

а от границы наблюдаемой области V m+ p? . Заметим лишь, 
что для рассеяния вперед, когда р = 0, этой части интеграла 
вообще не будет, поскольку при этом непрерывный спектр 
не заходит в ненаблюдаемую область..



$ 7. ИССЛЕДОВАНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
ФУНКЦИИ $Т., 

Излагая в предыдущем параграфе вывод дисперсионных 
соотношений, мы приняли без доказательства то утвержде- 
ние, что функцию $/,., (Е, т) можно представить в виде (6.39) 
через функции РЁ, и Fy, обладающие свойствами (а), (6), (в) 
из пункта 6.9. Чтобы доказать это утверждение, нам по- 
надобится предпринять теперь более детальное исследование 
аналитического поведения функции ST. 

7.1. Установим сначала некоторые алгебраические соот- 
ношения. Напомним прежде всего, что согласно (6.3) функ- 
ция Г была определена, как фурье-образ 

+d т 

Г (Ч) = faxe Ро (X) (7.1) 

функции Р.,(х), соответствовавшей матричному элементу 
(взятому между двумя однонуклонными состояниями) комму- 
татора двух бозевских токов: 

‚ Р-Р 

eee Paw (X — у) = 

==#(р’, 5” | Ле (ХЛ, (у) — Л, () Л (Хр, $). (3.23) 

Поэтому, проводя в (3.23) преобразование Фурье по обеим 
координатам, мы получим: 

  

То (+ ps) 8 (p" РЕН ру = 

= Gay J PS’ Lig (X3) jp (X4)—Jg(%4) Jo’ (X3)| ps S) oF (Pots Pet) d¢ 

Жажа, (ЗУМ P= VPP
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Выразим здесь стоящие под интегралом матричные эле- 
менты через вакуумные средние с помощью принципа П.З 
из 6 2. Используя формулу (Б.4), найдем, что 

  

Ти (? go + ps)? — p+ p+ p) = 

—i < tn 
= (= ut*’(p’) f et (Pp XL, — pl, + ply + PL.) dx, ахо dX. dx, x 

52 
x 0 | [ie ), f(x ›]|° и+3 (р). (7.2) 

ео) ГИ 1 ) 

Введем для стоящего под интегралом вакуумного сред- 
него обозначение 

8 Lio’ (хз), Jp (4) ] (o|—2 
bb (X1) db (Xo) 

Заметим теперь, что если у нас имеется некоторая трансля- 
ционно-инвариантная функция Р(Х:, Хо, Х., Х.), то ее пол- 
ный фурье-образ, — получаемый, если провести независимые 
преобразования типа (6.3) по каждой из координат х,,..., х,,— 
будет пропорционален 6-функции от суммы импульсов. Для 
дальнейшего нам будет удобно называть в таких случаях 
фурье-образом коэффициент при этой 8-функции (деленный 

на (2*)*“), который мы будем обозначать через F (py, р», Рз, Ра). 

Итак, положим !): 

  0) == D(x, хь хь x, (1.3) 

    

Ге... хде ая страо аж, 6. dx, = 

== (2) 8 (р... ро Ё(рь, ..., Ра), (1.4) 
если 

F(x; a, ..., X,-+-a)= F(x, ..-, 4). (7.5) 

  

1) Легко видеть, что такое обозначение согласуется как с ис- 
пользуемой нами общей иормировкой при переходе к фурье-образам: 

Р(хь. > Хв) = (Qn) ( dky... dknexp { — 1 У В+} Т(вь. Rn), 
так и, с другой стороны, с выбором нормировок при переходе 
к фурье-образу для явной фуикции от разности двух 4-точек, напри- 
мер в (6.3).
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Сравнивая это определение с соотношением (7.2), видим, 

9-9 
2 что интересующая нас функция Taw ( | будет выра- 

жаться через фурье-образ функции (7.3), D(p Po, рз, ра), если 
положить в нем 

A= Ps рр=—р; p= р=р— а, (7.6) 
т. е. 

7. (15) = ни (р) Б (р, —р.9.—9) и), (1.1) 
где 

p=V M+ p?; P=V MP py p'+q'—p—q=0, 

Q@=Vq?tu  g=Vatr. 
(7.8) 

7.2. Исследуем, как зависит 0) (ри, Ро, рз, р.) от своих 
аргументов. Выполняя в (7.3) вариационное дифференцирова- 
ние, найдем, что 

D(x .6-, X= № (РР О®(хь..., ха), (7.9) 
(1<1<4) 

где 

  

    

  

    

  

    

  

(жа) 5, (4) 1) — “3 DIO (ay voy XQ) ( со ОР | (7.10) 
pe =(0 eed) | Pe! 8) g\ | (Хь..., Хи = By (Xo) BY (x1) J 

и 

52], (Хз) . ) ! 03(х,..., Х,) = (0 7, "So (ad) O75 
(x, 4) 8h (2X1) bY (XQ) Je (a) (7.11) 

D4 . (хз) (ж.д =— (09| Л (4. 5$ (1) 84 (хе) 57 J 

  

  

а Р., означает оператор перестановки индексов 3 и 4. 
Будем считать, что соответствующее (7.9) разбиение 

в сумму выполнено и для функции 0) (р:, ..., р.). Легко видеть, 
что тогда для интересующих нас значений *, удовлетворяю-
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щих (6.38), два последние члена в такой сумме не дадут 

вклада в О(р,, ..., р). 

В самом деле, рассматривая, например, функцию О‘) (х,..., ха) 
и применяя формулу (2.6) разложения по полной системе функций, 
найдем 

    

D (ry oon x = (0| 9 0) OL, (x4) | 0) + 
8b (X1) BY (x) 

O7fo" (X3) ик (о Pk п, к) (п kK | jp (%4) | 0). (7.12) 
+У/ iY (4) BY (9) ao 

    

Но среднее по вакууму от тока равно нулю в силу (3.6), что же 
касается элемента перехода тока между состояниями | п, К) и ва- 
KYYMOM, TO благодаря трансляционной инвариантности его можно 
записать в виде 

(п, K | jy (%4) 10) = (1, k | jp (0) 0) ohn, 
где 

Ки = о=УИУю-- м: 

Наконец, в $ 4 было установлено, что матричные элементы 

равны нулю и для одномезонных или двумезонных состояний. Таким 
образом, в сумме (7.12) могут участвовать лишь состояния с 

М, >3т 

и, следовательно, в фурье-разложении 0‘) могут участвовать экс- 
ноненты ехр {{р.х.} лишь с 

ре > (3т}. 

Таким образом, 

63) (р1,..., Ра) =0, если р (3т)*, (7.13.10) 

Совершенно аналогично устанавливается, что 

0% (р,,..., р) =0, если р. < (3т) (7.13.2) 

и, следовательно, 

Pao! P34 D@) (Dy, -- +, Pg) =O, если р: < (3т)?, 

- (7.14) 
Ро Рз4 DY) (Pi, eee D4) = 0, если р: < (3m)?. |
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Поэтому мы можем написать, что 

Б(р,... p= IP, Ра) 0® (р, ..., ра), (7.15) 
если 

р: < (3т)* uo pi < (3m), (7.16) 

И нам остается исследовать аналитическую структуру только 

функций О (р:,..., р.) и О®(р.,..., р.). 
7.3. Эта задача требует более серьезного исследования, 

значительная часть которого относится скорее к теории функ- 
ций многих комплексных переменных, чем к физике. Поэтому 
мы сформулируем здесь результаты чисто математической 
части рассуждений в виде теоремы, доказательство которой 
будез приведено в дополнении А. 

Теорема, Пусть будут даны четыре группы 

(i=r,a; jor, a) 

трансляционно-инвариантных обобщенных функций 
FY? G(X, 000s М4), 

преобразующихся по линейным конечномерным представ- 
лениям группы Лоренца!) и обладающих свойствами: 

я (х,... Х)=0, если хх, или KKK) 

Е) 4(%1,..., Ха) =0, если X, SX, шли х<х С | (7.17) 
Pur (x, . cy x4) = 0, если 3 5х! или х 5х4 | 

FY 1(X4, ...,у X 4) — 0, если Хз Sx или X64 < Х2. 

Пусть, кроме того, данные функции удовлетворяют 

условиям 

PO (py oes PQ — POD +--+ PI=9, | 
если 

P< (Mme и < Om)’ 
| (7.18) 

Пр PI FRB vos P=. | 
если 

оо (М--т и pi< Bmy,   
  

7) у нумерует компоненты этого представления. 

$ Зак. 2670. Боголюбов и др.
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а также и требованию 

FO) (p,,..., py =0, $) (р: ра) (7.19) 

сли (рай <(М--тР wan p+ p<o. | 
Тогда можно построить обобщенные функции 

Ф. (21, ..., 2; 26) вешественной переменной &., являю- х (21 5» 26 р 6 
щиеся аналитическими функциями комплексных перемен- 

НЫХ 21, ..., 25, СО свойствами: 

(1) Функции Ф„ регулярны в области 

|2: — M2 < pms | zp — М?| < ри? 
т, < 0т?; |z,— | < рт?; | (7.20) 

м | 
т ед. = 0; |тх — М-т < К 25 9 | 51 = 26 ’ | 

где р — достаточно малое положительное число, а веще- 
ственное ““ удовлетворяет неравенствам 

—Vxv=< om’, (7.21) 

где У — некоторое положительное произвольное, но фикси- 
рованное число. 

(2) Функции 

Ф (21, ..., 2; 26) =0, если 2% < (M+ т». (7.22) 

(3) Для вещественных р, ..., р. таких, что 

р р рз- ра==0 

и величины 

21 = 1; 22—= Py, 2353; 24 = р; 
25 == (ра 22; 25 == (р рз)? 

удовлетворяют неравенствам (7.20), функции PY можно 
представить в виде суммы 

(7.20) 

FY (py oe os р) = Хр" Ре Фь |2... 251 26 }, | а 03) 

если НР О 

с конечным числом членов (= (а... @,\).
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Мы хотим применить эту теорему к нашим функциям 
DO?) w Pi Ра. 0». Проверим, будут ли выполняться ее 
условия Для функции 0“) (х,, ..., Х,). 

Положим 

Ри. (Хь, cy x,) = DY (x, ee ey Ха) 

и достроим в качестве функции F,,, Fy, WU FPyq выражения 

  

    

  

  

  

    

5 (41) 84 (4) 

Рае д (0 бы" ось [0 
55, (хз) aa (Xo) 

Pg (Xs 00+, X= (0) ~~ — . 210); $} (7.24 
mi = (0 Фр (ха) we) 

Foo (fu oo x) =—(0 BV (X14) BC (%5) 0), | 

  

  Фи (Хз) 5$, (4) 

где фермиевские токи г“ (х), > (х) определяются равенством 
(3.4). Ясно, что так построенные функции Р;; будут транс- 
ляционно-инвариантными и преобразуются, как произведения 
спиноров (мы не выписываем теперь явно верхнего индекса 
(У), роль которого будут играть спинорные индексы полей 
(или токов) в точках х, и хо). Очевидным образом (в силу 
условия причинности (2.24)) выполняются также и свой- 
ства (7.17). 

Чтобы показать, что выполняются условия (7.18), заметим, что 
имеют место тождества: 

УР (3) 8 (44) 

Bb (41) OP (43) 
  =] [A (X41); Л (Ха) ]_ 

51 (4) __ 85 (4) _ Г; =~ 
5 (x) 30 (x,) — [71 (4), © (%5)] _,   

справедливость которых легко проверить, исходя из определений 
(3.4). С их помощью мы получим, например, для первого из условий 
(7.18): 

      

Fry (Xp eee) Xa) — Раз (Хь +... №) = 

ор (Ха) Л (х4) 
= 0| © (Л, (43) ИЕ 0) — i(0 Л (хз) © ну 4 59 (as) 0). 

  

8*
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Отделяя здесь в каждом члене первый множитель под знаком мат- 

ричного элемента с помощью теоремы полноты и пользуясь траис- 
ляционной инвариантиостью токов, найдем путем точно таких же 
рассуждений, как использованиые выше ( (7.12) — (7.13)), что 
фурье-образ первого члена обращается в нуль для 

Pt <(M-+- m)’, 

а фурье-образ второго — для 

рз < (3m). 
Ноэтому 

Frr (Pv +++» 24) — Рат(Рь -..› Ра) = 0, 
если 

Pi<(M+m)?2 и < (3т)?. 

Совершенно аналогично проверяются и остальные условия 
этой группы. 

Таким образом, выполнение условий (7.18) проверено. 
Нам осталось проверить выполнение требования (7.19). 

Разложим для этого произведение (7.10.1) по полной системе 
функций 

п, к) (n k 0) 
1 

DQ) (xy, ..., Хх.) = У, | ak (0 

n 

(7.25) 

В силу трансляционной инвариантности для каждого из множителей 
под интегралом можно написать 

р (^4) Л», (x3) 

ab (x) (хо) By (*3) 

        

    

      

    

  

СЛ», (Хз) 6}, (0) Чт 
0-е о пК)е "т (7.26.1 

( BY (£4) mk) = (0 bb (44 — 4X3) )e 

И 

(".к Ве (4) 0) = (nk yc | Ye ea 2) (4 — *2) 0) ens (7.26.2) 
54 (хо) (Xo) 54 (0) — 

где 

= у мк > 0. 

Далее, матричные элементы в (7.26) обратятся в нуль для безну- 
клонных состояний в силу закона сохранения ядериого заряда. 
Поэтому в сумму (7.25) могут войти только состояиия с одним
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нуклоном, одним нуклоном и одним мезоном и т. д. Итак, 

ра) (ху, vee, X) = 

  

  

          

i; bj (0 , 
= fds giks “— ss Sten —— ьк) (1 к jp dea a) 0)-+ 

1” *3 

„— (0) 5 (4 — хо) ак еп © v3) __ Ви (9) __ п, ри, 0 

т х/ (о ob (xy — +s) к) (к 54 (0) ) 
Mn>Mt+m 

(7.27) 
У МК; ke >(M4+m)?, ko >0. 

Таким образом, фуикция 1(1)(х:,..., %4) MpenctaBasetca cynep- 

позицией экспонент вида 2й “Ч: (®: — 3) + 9: (4 — 23) + #и (® — 3) hy 
где во > 0, а квадрат Re либо больше (М-- т)? (второй член 

в (7.27) ), либо равен М?. Нереходя к иашим обычным импульсам 
Pi. +++) Ре выбранным в соответствии с (7.4), получим Аи = Py + Pp. 

Следовательно, из-за наличия в (7.27) однонуклонного 
члена функция 0) (х,,..., х,) непосредственно не удовле- 
творяет условиям теоремы; именно, из-за однонуклонного 
состояния не удается выполнить требование (7.19). Однако 
ясно, что однонуклонное состояние исключится, если мы 

умножим фурье-образ Б(р, ..., Ра) на 

[M? — (р. - р) |. (7.28) 

Ясно Также, что выполнение остальных, проверенных выше, 
условий теоремы при этом не нарушится. В координатном 
представлении умножение на множитель (7.28) сведется к дей- 
ствию на О (х,,..., х,) оператора 

меха | 
Выполнение условия (7.19) для остальных функций (7.24) 
достигается совершенно аналогично. 

Итак, мы установили, что функция 

[ме (5+5) р (хр...) Ха) 

удовлетворяет всем условиям теоремы. Следовательно, для 
импульсов р:,..., р., удовлетворяющих условиям (7.20’),



118 ибслекдоОвАНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ФУНКЦИИ ЭГ, [8$ 7 

(7.20) ее фурье-образ можно представить в виде: 

М — (р. 210% (р, ..., р) = 
[= Spe... piso, (pe... 5 (i+ ps)’), 

если (Py p3)? > (M+ my? u p+ p} >0; ¢ (7.29) 

— 0, 

если (р, ps)? << (M-+-m) или ИО | 

(последнее равенство следует из выполнения (7.19)). 
Переходя теперь к рассмотрению функции О@(х,,..., х.), 

видим, что все рассуждения проводятся для нее совершенно 

аналогичным образом, происходит лишь одновременная замена 
переменных 

    

1.72 nu 3< 4. 

Поэтому для фурье-образа функции 

ме (55+ ав) 2, +. жд 
имеет место (для импульсов, удовлетворяющих (7.20), (7.20) ) 

представление: 

[M? — (p,+ ps)? JD (р, ..., р) = 
= DP PE OL (PD (р. Ps) ), 

если (p, + p,)? >(M- т) a pit py <0; ¢ (7.30) 
— 0, | 

если (р, -{- рз} < (М-Н т) или орз > 0. |         
Точно таким же образом устанавливаем, что для двух 

других членов в (7.15) можем написать: 

— (Pi + Ps)? | Poot ‚Р.О (Pi, -+ +> Py) = 

“| =. .. pF ®, (Pp ray (Pp: + D4)” ), 

ecm (p, + p,)2 >(M-+m)? wu p?-+ pi > 9; (7.31) 

—= (), 

| если (ру - р.) < (М т} или рт < 0 |  
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И 

[M? — (р-р: | Pep P3yD® (р, ..., Рё) = 

—= Ур... DRO (PE. +.) Gr Pa"), 

—_ если (р. -- ра)? > (М-т) и р-р < 0; | (7.32) 
1-0 

если (ри -Е ра)? < (М-Е т) или > 0. | 
7.4. Подставим теперь для переменных р, ..., р. инте- 

ресующие нас значения (7.6), где составляющие векторов 
р’,..., —@4 в нашей специальной системе координат (6.11) 
задаются формулами (6:12), (6.13). Получим тогда: 

2 /2 , 2 , 2 re *, ) 
р. — В = Me: po == p? = М?; P3 = 4 === T ; 

р ==т== 1"; (ри р»)? == (р’— р = — 4p? 

(р! + ps)? = (p’ +4’)? =t+2EV M2-+ p?-++ M2+- 2p?; 

pit ps=V M?-+ p? +E; 

(pit py)? = (p! — g)? = t—~ 2E V M?-+ p? + M?-+ 2p?; 

Pit pas p— = М р? — Е. 
Остановимся сначала на фигурирующих в (7.29) — (7.32) 

неравенствах. Если подставить в них значения (7.33), то мы 
получим, вспоминая (6.31): 

(7.33) 

  
Е =Е. (<) вместо (р. р» = (М-ту, 

Е=—У м-р emecto р-р (39) 
и 

Е = — Ес (*) вместо (р р.’ =(М т), 

Е =У М*--р? вместо Ир =0. | (7.35) 

Поскольку для р?, удовлетворяющих (6.33), Е’ (<) поло- 
жительно, то из (7.34), (7.35) следует, что пары неравенств 

(р - р)? > (М-т)? и рр < О 
ИЛИ 

(ри р? > (М т) и p+ p<
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не могут выполняться совместно. Поэтому функции О@) 

(р, ..., р) и Р„„Р.О® не дадут никакого вклада в пол- 

ный фурье-образ D(p,, ..., 0.) для интересующих нас зна- 
чений импульсов. 

Учитывая это обстоятельство и используя значения (7.33), 

приходим к следующему представлению для фурье-образа 

D (pr; ..., Py) функчии О(х,, ..., Х,): 

] | 

РУ МЕБ? Ep(c) +E 

x VP.0(M2, M?,2,5, —4py +26 V Mp M+ 2p’) + 
@) 

  D(p,, sey Py = 

1 1 

T3V itp p B@)—E * 
x POM, M2, +, 1, —4p%; + — 2E V M?-F p?+- M?-+-2p?), 

  

  

. (7.36) 
где 

Ф,(...)=0 для Е< Е, (5); (...) < Ес (*) | (7.37) 

Ф.(...)=0 am E>—E,(), 

справедливому, если 

Ух < арм? Итт=0) и р?< ми и", (7.38) 
f 

где P, 4 P., — полиномы относительно компонент импульсов, 

а Фьи Ф.— аналитические функции первых пяти аргумен- 

тов, регулярные в области 

М 
p< ми m2; —V<Rez< (1-+-p) m2; |Imt| < pm?, (7.39) 

и обобщенные функции шестого аргумента. Кроме того, 
надо помнить, что получая (7.36), мы делили (7.29) и (7.31) 
на (Ер— Е). Цоэтому представление (7.36) справедливо, 

конечно, только для 

  

ВЕ, (3). (7.40) 
Но при выполнении условия (7.40) функция Т(Ё, 7) 

созпадает с f(E, +) (cp. (6.35)). Следовательно, подставляя



$ 7] ИсслекДОВАНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ФУНКЦИИ ЭТ, 121 

представление (7.36) в (7.7), мы получим не функцию 
Г. (Е, “), но функцию fF, (FE, 7). 

Поэтому, не выписывая в дальнейшем не интересующей 
нас зависимости от М? и р? и обозначая !) 

  

  

a") У РТ» (М М т, +, —4p% E+ MP + 2p%) aS (p) | 

5 2У М?-| р? (Е, (5) НЕ) ~ 
— P, (E, т); , 

ut (pt) WIPO, (AP, MB, ©, «4p? ELMP + 2p) a? * (р) 

5 2V M?+ p? (Ey (t)— E) —   
— Г» (Е, <), 

(7.41) 

приходим к тому окончательному выводу, что 
функция 5}, (E, t) может быть представлена, если 
выполняются условия (7.38), в виде 

Sf (E, t) = Py (QE V MP p? 4-5 1) + 
+ Fy(—2E VY M24 p? +4; 7), (1.42) 

где F,(§; t) — аналитические функции переменной х 
в области (7.39) и обобщенные функции веществен- 
ной переменной & обладающие свойством 

Е; (&, ®) =0 для ЕЁ< 2Mm—+ m?— 2p’. (7.43) 

Тем самым представление (6.39), которым мы воспользо- 
вались в предыдущем параграфе для вывода дисперсионных 
соотношений, обосновано. 
  

1) Операция симметризации поиадобилась здесь потому, что 

полиномы Р.„, Р„ могут содержать первую степень ^, неаналитиче- 

ски (ср. (6.18) ) зависящую от т.
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СООТНОШЕНИЯ 

Построенные нами в шестом параграфе дисперсионные 
соотношения (6.66) связывают функции ОД(Е) и А(Ё), пред- 
ставляющие собой не скалярные функции, но «функциональные 
матрицы» в спиновом и изотопическом пространствах. Поэтому 
в этих соотношениях содержится связь между мнимыми и веще- 
ственными частями амплитуд для всех реально протекающих 
процессов рассеяния. 

Однако удобнее, конечно, выделить эти амплитуды явно, 
с тем, чтобы написанные соотношения отвечали отдельным 
определенным физическим процессам. Заметим здесь, что, 
например, компоненты мезонного поля ф, (х), так как они 

были ранее введены, 

  2$’. PF, | 
P= УР P3—=%; pl, 2,3, 

не описывают мезонов в определенном зарядовом состоянии. 
Между тем для интерпретации экспериментальных данных 
нам потребуются амплитуды, отвечающие непосредственно 
протекающим процессам. 

8.1. Возможны 10 различных по зарядовой характе- 
ристике процессов (включая процессы с перезарядкой) рас- 
сеяния трех сортов мезонов п*, п0, п- на двух нуклонах р 
и п. Кроме того, каждый из этих 10 процессов может про- 

текать с переворачиванием спина нуклона (спин-флиповый 
процесс) или без переворачивания (не спин-флиповый про- 
цесс), так что число амплитуд еще удваивается. Выпишем 
все возможные процессы рассеяния х-мезонов на нуклонах, 
указав их очевидные изотопические характеристики:
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Проек- Полный изотопический 
Процес роцесс ция /, спин / 

nt t p+nxt--p Vo Чистое состояние c / = %/, 

I]. 79+ p +704 p Суперпозиция состояний с 

Hl. not р > 2+ п [= nu [= Yo. Процессы 
У. + п р Vo идут по двум каналам: ‹упру- 

a + ro> и ‹с перезарядкой». 
Vi ritnowattn Возможно — одночастичное 

промежуточное состояние — 
протон 

\У1. = рт +p То же, что и для ПУ, но в | 

VIL a-tp>ntan t/ промежуточном состоянии _t/, 1 

1Х. мп > пл 

Х. п п-т тп —1/ Чистое состояние с / = Vo 
  

Если, однако, мы пренебрежем слабым, по сравнению 
с ядерным, электромагнитным взаимодействием !), то число 
действительно различных амплитуд сведется всего к четырем. 

Действительно, вследствие зарядовой независимости ядер- 
ных сил мы можем приравнять амплитуды процессов Ги Х 
и соответственные амплитуды групп И—У и VI—IX, ko- 
торые получаются друг из друга одновременной заменой: 

я, брт и рези. 

Кроме того, амплитуды реакций (Ш и № и Vil uw УШ по- 
парно связаны принципом детального равновесия. 

Дальнейшее уменьшение числа линейно независимых ампли- 
туд диктуется требованием общей инвариантности по отно- 
шению к вращениям в изотопическом пространстве. 
  

1) Заметим, что мы пренебрегли электромагнитным взаимодейст- 
вием раньше и весьма существенно, когда, рассматривая полную 
систему промежуточных состояний, мы не учитывали состояний, 
содержащих фотоны, ограничиваясь тем самым лишь сильными 
взаимодействиями.
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8.2. При этом проще всего действовать следующим 
образом. Составляя изотопические функции системы мезон- 
нуклон путем перемножения исходных функций мезона и 
нуклона, мы получаем функции в шестимерном пространстве, 
являющемся прямым произведением изотопических про- 
странств мезона и нуклона. Однако это представление из- 
вестным образом распадается в прямую сумму неприводимых 
четырехрядного и двурядного представлений, отвечающих 
значениям Полного изотопического спина 3/› и 1/. Инва- 
риантность по отношению к вращениям в изотопическом 
пространстве будет теперь требовать, чтобы амплитуда рас- 
сеяния зависела лишь от значения полного изотопического 
спина. Поэтому амплитуды рассеяния всех перечисленных 
выше десяти процессов будут выражаться линейно через две 
независимые амплитуды, в качестве которых можно выбрать 
амплитуды рассеяния в состояниях с /==3/, и /=!/›. Коэф- 
фициенты этих линейных комбинаций будут произведениями 
соответствующих коэффициентов Клебша — Жордана. 

Очевидно, что для того, чтобы, наоборот, выразить 
амплитуды рассеяния в состояниях с /==3/. и /=1|, 

т, И Py 

через амплитуды физических реакций, достаточно также двух 
процессов. Возьмем в качестве таковых процессы Ги ТУ, 

пир Ер и п рт р, — 
единственные, сколько-нибудь подробно изученные экспери- 

ментально, — обозначив их амплитуды через 

Г и 7 + _. 

Поскольку процесс [ сам по себе относится к чистому 
состоянию с /==3/., то совершенно очевидно, что 

T — Го. (8. 1) 

Амплитуда же Т_ представляет собой суперпозицию 

2 1 
Г_ =F Ty, + aT, - (8.2) 

8.3. Чтобы установить изотопическую структуру матрич- 
t ного элемента Та, обралимся к соображениям инвариант-
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ности. В нашем распоряжении имеется два изотопических 
вектора, описывающих две частицы — нуклон и х-мезон; из 
них мы можем образовать единственный изотопический ска- 
ляр ——их скалярное произведение. Второй скаляр — это еди- 
ничная изотопическая матрица Oop Ont - Любые другие комби- 

нации этих векторов, например коммутаторы и степени, 
будут приводиться к тем же скалярам. Поэтому 

tls pf = A бр бе — (WT), 4, ot B, (8.3) 

где А и В— уже изоскалярные амплитуды. В этой формуле 
Зи в означают матричные векторы изотопического спина 
нуклонов и мезонов соответственно; Ё&, р — индексы изото- 
пических состояний. 

Чтобы связать А и В с определенными выше ТГ, и Т-, вычис- 
лим собственные значения оператора (т). Для этого введем ® — 
вектор полного изотопического спина; тогда 

1 \2 
(or) = 9 — 0? — (5-2) = 

= (+=, 
откуда видно, что собственные значения (ют) равны: 1 в состоянии 
| 3/.) и —2 в состоянии | 15). Поэтому из (8.3) следует: 

Ts), = (А — В) И Г =А- В. (x) 

Заметим, однако, что мы пока еще не позаботились так отнор- 
мировать амплитуды рассеяния, чтобы они были связаиы с эффек- 
тивными сечениями обычным соотношением (1.17). Оказывается, 
что для этого следует дополнить ранее определенные величины 
множителем (2^2). Поскольку мы переходим теперь к амплитудам 
для реальных процессов, то уместно именно сейчас соверщить это 
переопределеиие, в соответствии с чем мы запишем вместо (%Х): 

7, = 212 (А—В) и Т, = 2n8(A-+ 2B), 

Az (ony Pet PE Ве а Than | 
3 ? 2 

Отсюда, пользуясь формулами (8.1) и (8.2), устанавли- 
ваем, что 

A= (ay? TEP pom thot (8.4)
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Легко показать, что вектор изотопического спина ме- 

зонов @ можно записать, как 

we — {е , 
pp ро’ 

Следовательно, 

nm 1 
— — . 6 =o oo 7 e (M7), 1 v р [t, ’ 55| ? (8 5) 

что позволяет нам исключить вектор ®. С помощью (8.4), 

(8.5) и (8.3) находим: 

pit = ELT, AT )— pelts $1. (74 Т.). (8.6) 

8.4. Нам осталось еще выделить зависимость от обыч- 

ного спина нуклона, что мы сделаем, также исходя из сооб- 
t ражений ковариантности. Очевидно, что Г" может быть раз- 

бито на два члена— не зависящий от © и содержащий $. 
Высших степеней $ быть не может в силу известных свойств 
вектора $. Чтобы получить скаляр, надо умножить © на 
какой-либо аксиальный вектор, который строится из имею- 
щихся векторов р и ^е единственным образом: 

(рх 4e) = (4’Х 9). 

Таким образом, мы приходим к зависимости вида 

Trt = by, Tre + i (ap he)s's т. oO (8.7) 

8.5. Объединяя результаты анализа строения амплитуды 
рассеяния в изотопическом и спиновом пространствах ( (8.6) 
и (8-7)), мы найдем: 

ret ol (0) (0) 
Гу’; ав = дабы бобр (TY + TA )— 

1 2 (0) (0) аа. Вы, tyes (TP — 7%) + 
9 

+ 7g (SP Ae)a бобра (TP + 7) — 

i 

8x2 (sp re)as [t,", ве (Т+ — т) . (8.8)
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Легко видеть, что каждый из четырех членов, суммой 
которых является Г’, обладает разной симметрией по про- 
странственному и изотопическому спину. А так как в диспер- 
сионные соотношения (6.66) Т“" входит не непосредственно, 
а в симметризованных (антисимметризованных) по р, р ипое 
комбинациях (заметим, что у выражения (8.8) симметрия по 
спину и по е совпадает), то в каждое из четырех соотно- 
шений (6.66) входит только один член из суммы (8.8). 
Именно: 

(EA Pap) Se T™ = Ben Bede Ont 1 (т® + то) | 

(1 — Por) Ge T == (259) 1 ар, р, 8. (Т® — ТФ); 

(1+ Pop) Ue T = = (дрель бро (ТО-ТО); 

(1— Pop) Ue TT = р (ароиьч,, |, (ТО — Ч). | 

(8.9) 

  
Для подстановки в дисперсионные соотношения нам надо 

отделить в (8.9) эрмитову и антиэрмитову части. Для этого 

достаточно разделить на эрмитову и антиэрмитову части Т@: 

TO — pO 4; Ay, 

В самом деле, преобразование эрмитова сопряжения состоит 
у нас в выполнении комплексного сопряжения при одно- 
временном проведении замены 

/ pep fp Sp Ss, et. (8.10) 

Легко видеть поэтому, что, во-первых, операции симметри- 
зации по р, р’и по е коммутируют с эрмитовым сопряже- 
нием, и, во-вторых, что все матричные множители в (8.9) 
переходят при эрмитовом сопряжении сами в себя. 

8.6. Разделяя таким образом соотношения (8.9) на эр- 
митову и антиэрмитову части, подставляя их после этого 
в дисперсионные соотношения (6.66) и пользуясь резуль- 
татами дополнения Б, мы придем к окончательному виду
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дисперсионных соотношений для заряженных мезонов: 

D) (E) + D® (£) — D! (Ey) — D® (E,) = 

| El (AO (BE) + AO (E! 
—=2(Е— ВР | аЕ. (AE) + A ») 

п (Е — Е* ) (Е — В) 
Мт — р? 

УР 
М Е? (Е? — 6) 

+. 2g? 5 р sx» (8.11.1) 

Р-Р" (Е? 11) (8—2) 
D® (£) — D® (E)— Е, (2+ (Ео— 0“ (Е) = 

  

2 72 A” (E’) — A® (E’) 
— — —E,)P / 

п Е(Е Е) | аЕ (Е? — Е") (Е? — Е?) 

Мт -— р: 

УМЕР: 
‚ М (Е*— £6) EE, 

+ 2g° М? р? = E°\(E2 =} 2) 

D” (Ey -+ D® (Ey — 7. (DY? (E.) + Dp” (Eo) ) = 

  

; (8.11.2)   

ие pe , AD (BY) + AM (ED =-Е (E” — E>)P | dE (E?— BS (EB 

Mm—p 
У М?+ р? 

5? Е (Е*—В)) 9 - (8.11.3 бер (в) OO 
D® (E) — D® (E) — DP (E,) + DY (E,) = 

2 Е’ (А® (Е’) — А® (Е) 
= —(E — Eo)P | dE’ (Е? — Е) (Е? — E5) 

Мт- р’ 

УМ р: 

Е Е* — Е 20? ГР 0 ‚ (8.11.4 
+ +e (EEA) 
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Следует обратить внимание на то, что в дисперсионные 
соотношения для заряженных мезонов входят каждый раз 
суммы или разности как мнимых, так и вещественных частей 

амплитуд рассеяния мезонов противоположных знаков за- 
ряда. Это явилось следствием симметризации, которую мы 
проделали ранее, чтобы избавиться от интегрирования по 
отрицательным энергиям — по существу дело состоит в том, 
что вместо амплитуд рассеяния, отвечающих отрицательным 
энергиям, с неизбежностью входят амплитуды рассеяния для 
античастиц. 

Для рассеяния нейтральных мезонов, когда зарядовое 
сопряжение не приводит к впутыванию новых частиц, отме- 
ченное обстоятельство не имеет, естественно, места и диспер- 
сионные соотношения соответственно упрощаются. Положив 
в исходной общей формуле (8.7) р=р’=3, мы приходим, 
после простых выкладок, аналогичных предыдущим, к соот- 
ношениям для амплитуд рассеяния нейтральиых мезонов: 

D (E) — DE.) = 
co 

  

  

  

  

_2 E’ A (B’) 
~. (E* — E>) р | АЕ“ — 
Tt ( 0 ue (E” — E’)(E? — E>) 

VM? +p? 

МЕ, (E° — E5) 
2 р ; 12.1 Tere Aa OY 

Е | 
Ds” (Е) Е, рб) (Ро) = 

_ 2 2 _ 2 / AW (E’) = Е(Е*— В) р] ; ce 

V M? + p? 

E? — FE? 
E( ) (8.12.2) 2 

Выпишем, наконец, еще и дисперсионные соотношения 
для случая рассеяния вперед на нулевой угол (в нашей 

Ч Зак. 2670. Боголюбов и др.
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системе координат мы достигнем этого, положив 

р=0) ). (8.13) 
Для заряженных мезонов мы получим в этом случае: 

DY) (E)-+ D® (E) — D?? (Ey) — D® (Ey) = 

E’ (Al) (E’) + AD (EY) 
(E? — E*)(E” — E)) 
  

ce 

= =(E°— Ei) P | dE’ 

у Е? — Е? | 

[еж] (вы) 
D? (E)— D2(E) — = {D9 (E.)— (В, = 

  

28? [| т? 
Tap (sa   

со 

2 > , (A (Е)--А®(Е)) = + F(E2—E?)P | dE 
nT (E Бо) | Ч (6/2 -- Е?) (£7? — ES) 

  

  

  

  

  

  

2 2 E (E? — E5) 
Нов rs my? (8.14.2) 

(= — (siz) )(43—-(Siz) } 
DY (E) + D9 (E)— = (DY (Ey) + D” (E,)) = 

2, PAM (BY) 4 AM (BY) = ZF Ei P | ak (E?—B) (6? — 

m ° 

2g? E (E*— E5) 
+ =8_ s—a7 3 (8.14.3) 

(м) [8 (м) 
р (Е — (Е — РУ (Е, (Е) = 

2 о, АЕ) А (В) —= 2 (= Р | а ие 

20° / т? Е? — Е. 

(и) Е? __ [т \? > ma)? (8-14-4) 18° — (эм) [88 — (м |
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для нейтральных — 

Di? (E)— DY (Eo) = 
oO 

FE’ A) Е’ 

—2 (Е? ЕР | аЕ' ое 
п (E” — E*) (E” — E5) 

  

  

  

  

2\2 E*— E +4 (Ga) т рат, 8184) 
[Е ~ (san) [в#— (м) ] 

И 

Di} () -= DS? (E)= 

9 ра А) (Е’) 

СЫ 
Е (Е? — E? += Ев) (8.15.2) 

[ее (ви) [2 (2a) | 2M 0 2M 

Дисперсионные соотношения в такой форме обладают 
двумя вполне конкретными преимуществами — в них отсутст- 
вует интегрирование по нефизической области энергий, мень- 
ших 1 (энергии покоя мезона) и, кроме того, по оптиче- 
ской теореме мнимая часть амплитуды рассеяния будет 
пропорциональна полному сечению, что чрезвычайно упро- 
щает сравнение с опытом.



ДОПОЛНЕНИЕ А 

ТЕОРЕМЫ ОБ АНАЛИТИЧНОСТИ 

Введем ряд определений. Будем говорить, что некоторая 
функция A(X, ..., Xs №1, .... п) == Й(Х; 4, ..., Ва), не- 
прерывная в Е,„ Хх %,, где Е„-— вещественное евклидово 
пространство точек X ==(X,,..., X,), a 9 -— 9-мерный тор, 
точки ‘которого характеризуются угловыми переменными 
3,..., 9 - Принадлежит классу С(г, $; п]; ®,), если 
все выражения вида 

ох OP hh (x; By os) Og) 
ti 1 9х1 eee дх. 0%. eee 09s 

O0<cl<r, Ops, 0<Kpcy; 

1< (9%, 1) < п; 1<3,<9 

существуют и ограничены при всех 

(X%1, Xo, 2-6) Xn i ¥y, ..., DE En X Qy. 

Если для такой функции Й некоторые из показателей г, 
$, у могут принимать сколь угодно большие значения, усло- 
вимся в обозначении класса С ставить на соответствующих 
местах со. В случае, когда рассматриваемые функции не за- 
висят от х1, ..., Хи или соответственно от 3;,..., 3, бу- 
дем говорить о классе С (у; ®„) или С (, $5; п). 

В классе С (г, $; п) введем норму по формуле 

x   

` ОРЛ (х) 
lh|| = su ... —_А Nal a? xy, 1 OXa, +++ OXn,y 

0O<cl<r, 

О<р<; 

Этим самым С(Р, $; п) превращается в линейное нормиро- 
ванное пространство.
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Линейные (ограниченные) функционалы /(Й) на простран- 
ствах С (г, $; п), где г, 5 — любые неотрицательные числа, 
будем называть обобщенными функциями, интегрируемыми 
на классе С (г, $; п), употребляя при этом обозначения 

f(x), {f@ h(x) dx. 

Таким образом, если / — обобщенная функция, то всегда 
найдутся такие числа г и $, что } будет интегрируемой 
на классе С(у, $; п). Обобщенные функции /, и [, будем 
называть равными, если найдутся такие достаточно большие 
ги $, что функционал /, —Х› равен нулю на С(р, $; п). 

Будем говорить, что последовательность обобщенных 
функций /„(х) слабо (в несобственном смысле) сходится 
к обобщенной функции f(x) Ha Kaacce C(r, $8; п), если 
Г» (Хх) и Г(х) интегрируемы на классе С (г, $; п) и для лю- 
6oro A(x)EC(r, 8s; п) имеет место: 

Гьсоводах —> | Лонах, по 

Будем говорить, что последовательность обобщенных 
функций /„(х) слабо (в несобственном смысле) сходится 
к обобщенной функиии Г(х), если найдутся такие достаточно 
большие числа Г и $, что последовательность }„(х) будет 
слабо сходиться к /(х) на классе С (у, $; п). 

Пусть С — открытое множество п-мерного эвклидова 
пространства Е, и Г— его граница. Назовем границу Г pe- 
гулярной, если для любой точки ХЕ Г любая сфера с цент- 
ром в точке х содержит другую сферу, не имеющую с G 
общих точек. 

Будем говорить, что обобщенная функция / (Хх) равна нулю 
в открытом множестве С с регулярной границей Г, если су- 

ществуют такие достаточно большие числа ги $, что 

Гук) вах =0 

при всех # (х) из С (т, $; п), обращающихся в нуль BE,—G. 
Условимся говорить, что некоторое выражение 

(Е, 6, ЕН, ..., в), Е=@,.... 8)
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является обобщенной функиией (вещественных) переменных 
{, интегрируемой на классе С(т, $; п), и аналитической 
функцией комплексных переменных Е, регулярной в 0б- 
ласти 0, если для любой функции Й (Ё) из класса С (т, $; п) 
интеграл 

f f(k, t) h(t) at 

будет аналитической функцией А, регулярной в области О. 
Если в подобной формулировке мы не будем специально 

упоминать об интегрируемости на некотором конкретном 
классе С(р, $; п) и будем говорить просто об обобщенной 
функции, то мы тем самым условимся подразумевать, что 
такой класс имеется при соответствующих достаточно боль- 
ших ги $. 

Условимся об обозначениях при п =4. Преобразование 

Фурье Тр) обобщенной функции f(x) мы определим по 
формуле 

f (Po: р) = [fe X) exp { (хоро — хр) ах, 

где, как и в дальнейшем, приняты обозначения !): 

Хх = (Хи, Хх) = (Хх, хи, Хз, Хз), В== (ру, р) = (Ро, Ра, Pas Ps); 
3 3 

2. 
XP = Хоро — Хр, хр = № х,р,, = ле, 

9— и — 

ик)" 
А.1. Лемма Г. Рассмотрим аналитическую функцию 

Ф(№, ..., Е, ...) четырех комплексных переменных 
Ку, А, (“= 1, 2, 3), регулярную в области: 

| № |< в. (А.1.1) 

Пусть то, В будут положительными числами, удовлет- 
воряющими неравенству: 

п АХ в. (A.1.2) 
  

Г) Из соображений удобства письма мы будем помещать в этом 
дополнении все тензорные индексы снизу, а не сверху, как обычно.
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Пусть, далее, г, будут положительными числами и М— 
иелым положительным. Гогда в области 

[Rol<ro, |1, < и, (А.1.3) 

имеет место интегральное представление: 

ф k а г rye") dB... 46% 

(Ry, .--, e) =(4.) bgt) (1 i   

  

я „-*, 

(А.1.4) 
Кроме того, здесь 

Ф (те, Ley rs”) = 
2m 

@ (Ret, coos Uy (4, 9%, vs ., 03), .. .) (1 ~~ e2i8)N 

~~ OF , оон \№ 40, 
(1 — 2 21 6-9) (1 — 2 eo 

R R? 

(A.1.5) 
где 

и, (9, 6%, де К (1 — 2") в, 

  2r,, sin 6, 
Oy == A, (I, «- «5 93) = re , 

(1 — 720s 26 

„2 

6, = 6, (8, ..., 3) == r, cos 8, — $0.78 sin 26. 

Доказательство. Заметим, прежде всего, что благо- 
ларя неравенству (А.1.2) круги 

ео ие... .,| 25| и 
лежат целиком в области регулярности функции Ф (А, ..., Аз). 

Мы можем поэтому применить в данном случае теорему 
Коши к каждой из четырех комплексных переменных 
К,...,Кз, И тем самым установить справедливость соотно- 
шения (А.1.4). 

Чтобы перейти к доказательству представления (А.1.5), 
рассмотрим аналитическую функцию одной комплексной
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переменной: 

ia, R 2? N f(z) = (2, Ae (1—F) +6, -..)(RP—2) ‚ (А.1.6) 

Так как функция эта регулярна в области 

|2| < А <ь, 
мы можем воспользоваться теоремой Коши и написать: 

  

2" 

У (тие, == а. | ав. (А.1.7) 
п Г ; 1 — 2 pil.-9) 

0 R é 

С другой стороны, на основании (А.1.6) имеем: 

г. м 6, iB, 8 О 248, 2N 
f(r ge’ = O(re re [1 — pe R 9 

(кей) =Ф (Вей, ..., и, (9,4,...,6.),...) (1 — 2) PN, 
Подставив эти выражения в обе части равенства (А.1.7), мы 
и приходим к доказываемому представлению (А.1.5). 

А.2. Лемма П. Предположим, что функции а,(8%,...,0.), 
введенные в предыдущем пункте А. 1, удовлетворяют He- 
равенству: 

|а| < 1—5, (А.2.1) 

где «—- некоторое положительное число. 
Тогда, ecau o(t), #(Р) будут функциями из класса 

С (0, со; 1) такими, что 

  

Ф (Е) —=0, t<—é; g(t)=)0, < —5, оо 

(К =1, #20; 2 (Е) —=1, #20, (A.2.2) 

то выражение 

„ 1— 2i0\N | (1 — e**”) х ев (а — а).
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рассматриваемое как функция f(Xo,..., X53 9%, ..., 9), 
принадлежит K slbomy KAaccyC (r,s; 4}v; о, для которого 

< М1. (А.2.4) 

Доказательство. Заметим прежде всего, что 

i {x Re —xu(9, 9, ..., 93) } = — xR sin 9 + xa R sin? 6 + 

+ ix R cos 0— ix (5 Rsin20-+b), 

1 — 228 
7 = Sin 6 (sin 6 -— cos 6).   

Заметим, далее, что функции 

(510 — 2 505 9) 

г? м. р 
_ 0 218, _ © 48, - 8) ( ре ( р e 

принадлежат соответственно к классам С (<0; ®,) u C ( oo; &,). 
Поэтому только что сформулированная лемма будет доказана, 
если мы сможем установить следующее, более общее утвер- 
ждение: 

Если 

  ; 5 Rsin 20+ b 

F(G, 9, ..., 88) E C (00; &,), 

A (6, 8, ..., 63) E C (00; 9.) 

и если значения А, вещественны, то функция 

F = ¢ (Xo) 8 (40 — хз) [40 т" /(0,0,..., 03) Х 
0 

xX exp {— x,R sin 9 -- ха РЮ 3112 0 -++-ix,R cos 8 —ixA} (A.2.5) 

принадлежит к классу 

С(г, $; 4]; @.), где г; Рух М- 1. 

Это утверждение мы и будем сейчас доказывать. Ясно, 
прежде всего, что выражение (А.2.5) благодаря условию 
(А.2.2) может быть отлично от нуля лишь в области, в которой 

Хо — 6, «5. (А.2.6)
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Заметим, далее, что 

go’ tPF 
OXy) +++ OXg, 9%, ... 0%, 

4 
5 

может быть представлена в виде конечной суммы выражений 
типа 

0, (Xo; ‘ ... №з)Р) (Ху, 22%) | 46 чм (9, .. ., 93) Ж 

0 

Ж ехр [— x,R sin) +. xaR sin? § + ix,R cos 6 —ixA}, 

в которых 

ЕСС, 0; 4); 

ЛЕС(с°; &;) 

и Р. (%0,..., Хз) — полиномы степени, не больщей чем "в. 
Имеем, наконец, 

ф —=0 вне области (2.6), 

if a sin’ @ f, exp {— xR sin § + xaR sin? 6 + ix R cos @ — 

0 

— кА} |< max [A (8, Hy,» . + Ag) x 
(0<4< nz) 

x Гав sinN@ exp { —x) Rsin §-+ xaR sin? 6}. 
0 

Ввиду всего сказанного убеждаемся, что наше доказатель- 
ство будет закончено, как только мы покажем, что в 0б- 
ласти (А.2.6) для достаточно больших хо имеет место нера- 
венство: 

т 
- 9 - 11? 8) _. const fe R (a, sin §-xa sin sin’ 0 dd < т 

+1 
о | № | 

К установлению этого неравенства мы сейчас и перейдем. 
Примем во внимание, что в рассматриваемой области 

Xp sin 6 — ax sin? 0 > xy sin 6 —|a| V x23 sin? 9 

и потому на основании (A.2.1), 

Хо п 6 — ах $112 8 > хо яп 0 —- (1—5) Уж-5 sin? 0.
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Возьмем положительное Х так, чтобы 

и—эИ%-8= (1—5) x 

и будем рассматривать х, > Х. Тогда 

Хо sin 8 — ах 311? 0 > 5 Xo sin 8, 

откуда 

—~Rtx,sin 9—xa sin? 9) 
f e sin 0 40 < 
0 

a 
а 

ее sins 9 a8 VI 2 fe RS ® 819 sinNG cog § dd + 
0 0 

  

+56" УЗ “msi 8 iQ (— cos 6) dd — 

. + 

v2 
д №--1 

—___ о. -В-—- 21 N п =22 [еп wat4 Fe oe <2V2 (po) x 
0 

  

ох, 

Хх Гемма г ova 

0 

и наше доказательство закончено. 
A.8. Мы перейдем теперь к приложению лемм Ги II. 
Рассмотрим две обобщенные функции Р,(х), Р, (Хх) 

(х = (Х,, х)), из которых одна будет запаздывающей, а дру- 
гая опережающей: 

Е, (х)=0, х<0; | 
(A.3.1) 

Fi(x)=0, х>0. 

Построим их «сглаженные фурье-образы»: 

Р,(Е, = [| Р, (5) ехр { — =(х2 -{- х)- (Вх — Кх) } ах 

Во(Ь, ®) = || Р,(%) ехр { — в (8-х) № хо —Кх) } 4х 
e > Q, (А.3.2)
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и заметим, что они являются аналитическими функциями 

комплексных переменных А(Ё,А:,...,А3), не имеющими 

особенностей на конечном расстоянии. 

Введем в рассмотрение функцию Р (К, =) тех же комплекс- 

ных переменных, положив: 

— F — ky > 0; (К, =) Py (Rs e)— T(k, ¢), Imky > (A.3.3) 

(Е, г) = Р. (Е, в) — Г(, =), ШЮ < 0, } 

где 

T(k, 9 = 55 | Pr(t ke ©) — Fula ) qe (A.3.4) 
— Ww 

t— Ro 

и где w— HeKkOTOPOe MOJIOKUTeJbHOE YHCAO. 

Видим отсюда, что Р(Е, =), Г(®, =) не имеют на конеч- 
ном расстоянии других особенностей, кроме «линии разреза»: 

Im ky = 0. 

Возьмем А на этой линии. Получим: 

F (k, +i0, k, e)—— F(k,-—i0, k, e) = 

=P, (Bo, К, в) — Ра (№, К, ©) — [ То -- 10, К, ®— 
— T(k, — i0, k, «&)}. 

Но в случае, когда —®в < А < о, можем написать: 

T(k, + i0, k, )— T(k, —i0, k, ©) == 
w 

| | ГРА К, )— Е. (6 —К, 8) } | 
] Oni , imo 

| = ~ — Ею! =, eo К, )—Р (№, К, ©. 

Следовательно, 

F (kyo + (0, k, =) — F (ky — i0, k, e) = 0 — ох ky<w. 

(A.3.5)
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Видим отсюда, что аналитическая функция F(k, =) является 
регулярной в области 

| 20| < ® (A.3.6) 

(не имеет в ней особенностей на конечном расстоянии) и 
потому мы можем применить к ней лемму Г. 

Таким образом, приходим к интегральному представлению: 

  

  

  

  

F (k, 5) == | 
27 

14 [5 (6%...,0; ®) — By (Hp, ..., в5; =) 
= (5=) | .. | 7 0 i i 7 hai, 49... dfs | 

oo (Rew) ape) 
[Rol <9. [Ral << ry J 

(А.3.7) 
в котором 

Ф, (6%, ..., 03; =) == 

г ГА хе, ..., шь (0, 6%... 65),..18} (1—6) 
= — —; do 

| , toh Oo ( ro ai)" + 
0 R 1 — рее 

2 

|1 [ГР Ret, ..., ца (9,9... 0:),..:18} (1—2) 
+: é 4 (4,—9) : 5 j х 99, 

| — a he Го 228, 

* к (1- (7). 
(A.3.8) 

Ф, (8%,..., 03; в) == 

2m 

4 [eet 0 ...› 68), ..:18)} (1 — erst) 
9 ro\ ,t (-9) 2 959 \N 

(1 R)¢ (13) 
(A.3.9) 

Чтобы воспользоваться леммой [1 необходимо обеспечить 

выполнение неравенства (А.2.1). Потребуем для этого, чтобы 
входящие здесь х, удовлетворяли неравенству 

и < 1. (A.3.10) 
2 

Го 

(1) 
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Тогда, действительно, как можно усмотреть из (А.1.6), 
требование (А.2.1) выполняется, например, при 

2|r| 
2 e 

Го {я 
Займемся прежде всего первым слагаемым в правой части 
(А.3.8). Подставив в Hero (A.3.2), найдем: 

= | — 

wT 

  

L (Fe { Rett oy de (8,00 0-1 Og) ie} = eg 
On Го ¢ G-8) re NO 

$ ве (1 — 75 ee} 

1 ( =e (wp +x? 
=z | PF, (x)e (*0**) 1 (x, Oo, .-., 93) dx, 

— 22 N ; a4 
I(x3 9, 0) = | aoe eh) exp it xoRet — xu } 

(1 To 26% “(3 Го pi (6-8) 
0 _ 9? ) R ) 

(A.3.11) 
    

Заметим теперь, что функции 

2 (wea? 
e (20+ } (х; ,..., 03), 

—= x x2 

2 (0) €x8— x2) I(x: 8). ye CO), 
благодаря наличию режущего экспоненциального фактора, 
принадлежат к классу С (со, со; 4|со; ®,). С другой сто- 
роны, их разность равна нулю, если 

Xo 0, x2—x2> 0. 

Но в области, где х›< 0 или x? х?< 0, обращается 

в нуль сама функция F,(x) (cm. (A.3.1)). 
Имеем, таким образом, 

—ЕЕ4; 2 x 

ГЕ, сое (со ee 6, ...,03)dx = 
2 

—-éE{7r x? 

= fF, (xe (+ ) ра — x?) I(x: б,...› 63).
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Следовательно, выражение (А.З.11) равно: 
2 2 

1 —е(жо-х 

и | Ее ( Vn Ge %,..., 03) ах, 

где 

п (х; бъ,..., 0) = 

= вовек | 20 © — 228) ехр{{ хоКей — хи › 
0 — fe.) ( — i ии) 

R? R 
(A.3.12) 

Совершенно аналогично убеждаемся, что второе слагае- 
мое в правой части соотношения (А.3.8) равно: 

  

2,42 
1 —е тж. -х 

2 | Fixe (“0 nue 6,,..., 9.) ах, 

причем 

h_ (x; 99,..., 93) = 
2 

(1 — erty exp i { х.Юей — хи } 
Н-да хо | do 

° ° . ro vs)" Го ot "о 

  

1— — 
R — № 

(А.3.13) 
Фиксируем теперь сколь угодно высокие показатели г, $, у 
и возьмем теперь М==и-- $ {+ у-——1. Тогда в соответствии 
с леммой П мы можем утверждать, что обе функции Й+ и 

й_ принадлежат к классу С(г, $; 4|у; ®,). 
Итак, указанным способом мы можем построить 

в классе С(г, $; 4|у; 8))с любыми сколь угодно высокими 
показателями такие две функции й. и й_, что: 

D, (9, ...) 9.; =) = 

i 
Qn 

— 
— 

me (xp+x") 

| F, (ye hs (x, %,..., 43) dx +- 

2 2 

+= [бое © в (х 6,..., 03) 4х. (А.3.14) 

Функции Й.-., й_ мы будем называть универсальными 
в том смысле, что они зависят лишь от показателей р, $, у, 
а не от вида функций РА, (>), Р.(х). |
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А.4. Для того чтобы провести предельный переход 
при = -> -0 в соотношении (А.3.7), сформулируем и дока- 
жем следующую лемму: 

Лемма Ш. Рассмотрим некоторую обобщенную функ- 
цию }(х) и предположим, что существует такое поло- 
жительное \, что 

[fe e dx ==0 (A.4.1) 

в области 

Ро р" < 12. (А.4.2) 

Фиксируем положительные Ю, о, 8, удовлетворяющие 
неравенствам 

хе < т, (А.4.3) 

и построим функцию комплексных переменных 
R — (Ro, k) — (Ro; Ry, ...у R3): 

Ww 

, —_ 1 [Лю е) 
[(k, =) — 5: | a a (A.4.4) 

w 

20e 

F (ks 2)= ff f(x)exp{—e(a24-x2)+ ike} dx. (A.4.5) 

Тогда можем утверждать, что 

Г(Е, 2) > 0 
о (A.4.6) 

равномерно в замкнутой области комплексных перемен- 
ных: 

|= к, [К =8. = (A.4.7) 

Доказательство. Рассмотрим выражение (4.4.5) 
и подставим в него фурье-представление: 

О ap:
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получим 

КЕ, в) = т ] Х (р) ] exp[—e(xo-+x?) + i(k — p) x] ax}dp= 

| = кт [74 ехр[ — fo Pot ар. (А.4.8) 

Фиксируем теперь положительное я так, чтобы | | 

webct -  (А.4.9) 

и построим в классе С (0, сю; 1) функцию х(Ё), для которой 

И (Р=1, >77, 

U(t)y=0, t<7. 

  

Заметим, что функции ( фиксировано) 

  

К — exp {— (Ко — Pol PY, 

__ 2. __ n\2 

U (p2+ py exp {— РЕ р   

принадлежат к классу С (со, со; 4). Разность их равна нулю 
при | 

РЕ р" =. 

С другой стороны, по условию леммы, функция Г (р) равна 
нулю, когда 

Д-Р? < 1?. 

Видим, следовательно, что соотношение (А.4.8.) может быть 
представлено в форме: 

  

Ув, в) == | 7) Нь(рь ® ар, (4.4.10) 
] — р)? — р)? 

Нь(р, =) = 04-8 И -Е р?) exp {— (Fo — Po) ak р |. 

(A.4.11) 

Будем проводить дальнейшие рассуждения, фиксировав Rk 
произвольным образом в замкнутой области: 

[| <, К=8 (А.4.12) 

10 Зак. 2670. Боголюбов и др.
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Проанализируем теперь характер стремления к нулю 
последовательности Ну (р, =) при => 0. 

Так как, по определению (, 

И (р-р?) =0, при p?+p?<7?, (А.4.13) 

то мы можем ограничиться областью 

Pot Pp? > 12. (А.4.14) 

Имеем здесь: 

Re {(9 — Ао) (р—®)?} = 

—= (ру — КеА,)2-{ (р — Век)? — (ш №)? — (шп К)? = 

— pr-+ p?-+ (Re Ry)? + (Re k)? — 2 py Re Ryo— 

—2p Re k — (Im Ry)? — (Im 2)?. 

Ho 
  

poRe kot pRek <P pa+t-p? V (Re Ry)? +(Rek) 
и потому 

Re ((po— Ro)? + (p — k?} = 
{Veit 

7 
  

2 

=? — Убе: ®ею? — (т #0) — (шк — 
Pot = Pot 
  

  

— (Re ho)? — (Re ky? + PAP ss (lho + Ik). 
Поэтому ввиду (А.4.9), (А.4.12), (А.4.14) 

2 

Re {(po— hy)? + (p— Woe) >THE 3, 
где - 

(2 =Т— &{®. 

Таким образом, 

2 a 2 mtu? exp {— РЕВ | хеш (20+) (А.4.15) 
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Отсюда следует, благодаря (А.4.11), что 

(p? + р?) Нь(р, =) > 0 
e—> + 0 

равномерно для всех р и всех К uz (A.4.12), при любом 
сколь угодно большом значении $5. 

Более того, поскольку при дифференцировании режущая 
экспонента остается неизменной и может лишь умножаться 
на полиномиальные выражения, имеем также равномерно для 
всех частных производных: 

(4.4.16) 

  

Ot" Hy (p, &) Pot p?)s k > 0. (4.4.17 

Приняв во внимание (А.4.10), видим отсюда, что при = > |-0 

(В, а) стремится к нулю со всеми своими частными про- 
изводными по К, ..., Вз равномерно в области (А.4.12). 

Воспользуемся теперь этим результатом для исследования 
выражения (А.4.4). 

  

Имеем: 

Е ГУК, в —У(ь К, =) 
Vt, а t— kp dt 

~ 1 at 
+I (Ro, Ks =) 5: — 

откуда 
~ ~~ 

ЛСЬ К, =) — Л (Ко, К, =) @ 

| T(R, 2) | < — тах Ш 
Tltl<w 

+ 
  

    

w 

+i walls fe 
— 0) 

Но на основании только что полученного результата 

f(t, ks в) — 7 (К, =) 
t— ko 
  max 

|< о 

  

——>0, [У (№, К, =) —>0 
> +0 е > +0 

10*
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равномерно в области (А.4.12). С другой стороны, если 

[№ |= А <, 
то интеграл 

w 

1 at | w+ R 1 

al x <a (SR) +3 
om 

является ограниченным. 
Таким образом, в области (А.4.7) имеем в смысле равно- 

мерной сходимости 

T(k, =) 0 
= + 0 

и наша лемма доказана. 
А.5. Рассмотрим теперь вопрос о предельном переходе 

=->0 в интегральном представлении (А.З.7), (А.3.8), (А.З3.9), 
(А.3.14). 

Сделаем сейчас основное допущение о том, что 

Р,(р)— Ё,(р)=0 (A.5.1) 
ДЛЯ 

Pot PP? < 7. (A.5.2) 

Тогда, чтобы воспользоваться леммой Ш, нам надо обеспе- 

чить выполнение неравенств (А.4.3) и (А.4.7) аргументами К, 
входящими в выражение Т, фигурирукщее в правой части 
интегрального представления (А.3.9). Иначе говоря, мы должны 
гарантировать, что 

к nf R4+r<cy, RP+w<sz. (А.5.3) 

Кроме того, для применимости леммы ИП нам следует также 
принять во внимание еще неравенство 

ltl <p. (А.5.4) 
Г 0 1— 
R?
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Но, как это следует из (А.1.6): 

Jt,1<la,|R+15,/< 
2 

(438 <1a,1R(1 +53} +r, [cos 8,1 < 

    

2ry | si 9 | re < 2 sin 4, ор +r, |\cos 9, |, 

l—T, 
К? 

откуда 
re 2 

l+ 5795 
u2< 12} 4 > |! 

Го 

1 Re 

Видим, следовательно, что все требуемые условия (А.5.3) 
(А.9.4) будут удовлетворены, если выбрать гу, г, Ю так 
чтобы 

2 72 
Г 9 ° о 2 2|г| < В (1%) ‚Р-р Ю? (| +) +" <. (A.5.5) 

Этот выбор мы и примем для дальнейшего. 
Возвратимся теперь к рассмотрению выражения (А.З3.9) 

и заметим, что на основании леммы Ш имеем равномерно на 
торе Q.: . 

Т | Юей,..., и, (9, 0.,...,0:),...;е}.>0 
в-> -|- 0. 

Поэтому, также ‘в смысле равномерной сходимости: 

Ф, (0,..., 65; 90. (A.5.6) 

Обратимся теперь к формуле (А.3.14). Пусть обобщенные 
функции Р,(х) и Р,(х) интегрируемы на классе С (г, $; 4). 
Возьмем Мг $ у— 1. По лемме П й+ и й_ принад- 
лежат классу С (у, 5; 4). Тогда, переходя к пределу, получим,
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в смысле равномерной сходимости 

] 
Ф, (8%,..., 063; Jog f Fh, (x, 95,...,93)dx + 

1 
+5 / F(x) h_ (x, 99,...,9,)dx. (А.5.Т) 

Приняв во внимание интегральное представление (А.З.7) 
и полученные предельные соотношения (А.5.6), (А.5.7Г), убе- 
ждаемся, что в любой замкнутой области, содержащейся 
в рассматриваемой области (А.1.3) комплексных переменных, 

функции Р(Ё, =) равномерно сходятся к пределу: 

о»... ‚6.) 46%... 65 
Р(®) = y fo Sir о (5. ei) )п(: ее") 

Го 

Ф (9%,.. . ., 63) — И %,. . .. 03) ax +- (А.5.8) 

  

+ f Foe h_ (x, 9, ..., 93) dx, 

являющемуся аналитической функцией К, регулярной в об- 
ласти (1.3). 

Преобразуем ‚сейчас полученное интегральное представ- 
ление к импульсным переменным. Обозначим, как всегда, 

фурье-образы функций Ay, #_ через й +, й_ и заметим, 

что каковы бы ни были показатели г,, $:, мы всегда можем 
подобрать для них такие г, $, при кожорых из включений 

hs ЕС(х, $; 4] у; 8), A. € С(с, $; 41%; Q,) 

будут следовать включения 

+ ЕС(г,, 5134 |5; 9,), A. € C(ry, 53 4]; 2 

Bo3bMeM 7;, S$; TaK, 4TOODI F..(p), Б, (р) были интегрируемы 
на классе С (г,,5,; У). Тогда 

Ф (9.,...,9.) = о) ГЕ, 0%,..., 93) р-н 

+(x) f Fy (p)h_ (— p, %,.. +93) dp.
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Ноложим 

hs, aA Bo, « «+» 43) 44% .. . AB, 

Н.Ю > fe “fa fe) (1 eit) " 
Г 

(А.5.9) 
Введя такие функции, мы сможем представить соотношение 
(А.5.8) в виде 

P(t) = | рн» юар | РрН_ (вар. 
(A.5.10) 

  

Функции Н., определенные формулой (4.5.9), очевидно, 
обладают тем обшим свойством, что какова бы ни была 

обобщенная функция / (р), интегрируемая на классе С (гу, $1; 4), 
выражения 

fro Hs (p, k) dp 

являются аналитическими функциями А, регулярными в 0б- 
ласти (A.1.3). 

Условимся, для сокращения, иметь в виду именно это. 
свойство, говоря, что Н+ (р, К) как функция р принадлежит 
к классу С (71, $,;4), а как функция А является аналитиче- 
ской, регулярной в области (А.1.3). Функции эти мы будем 
называть универсальными, поскольку их вид зависит лишь 
от показателей класса С, числа * ит. п., а не от специаль- 
ного выбора Р,, К. в данном классе. 

Рассмотрим теперь вещественные 1) R=p, лежащие 
в области (А.1.3). На основании леммы Ш имеем равномерно 

T (py 10, p, ¢) > 0, 
в > 0 

и потому заключаем из (3.3), что в рассматриваемой обла- 
сти имеем, также в смысле равномерной сходимости, 

В, (р, =).-> В (р), Ро(р,) > F(p), при =-—- 0. 

  

1) Вообще мы условимся вещественные импульсы обозначать 
буквами р, а комплексные — буквами А.
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С друго1ф стороны, во всем пространстве вещественных р 
справедливо несобственное (обобщенное) предельное соот- 
ношение . 

Е, (р, =) —> Е,(р), Еа(р,е) > Рь(р), при =—>-{0. 
Следовательно, 

F, (p) = F,(p) = F(p) 
в области 

‘ || ог, & — 0, 1, 2, 3, 

_ Полученные здесь результаты можно резюмировать 
в виде следующей теоремы: 

Теорема. [. 1°. Пусть даны обобщенные функ- 
ции Р,(х), Р,(х), из которых первая будет запаздываю- 
щей, а вторая — опережающей. 

2. Пусть существует такое положительное 1, что 

Е, (р) = Ра (р) 

Po P+ pl? < 7. 

3°, Возьмем положительные числа гу, Г., В, удовле- 
творяющие неравенствам | | 

в области 

2 2 

ия (ь- же). мен} +" < 
(А.5.11) 

Тогда можно построить ON CCK IG функцию Е (#) 
комплексных переменных к (К, К1,..., Е), регулярную. 
в` области oN 

lkul<reg &=0,1,..., 3, (A.5.12) 

таким образом, что _ 

Р-Р. (р=Р,(р) 
в области вещественных переменных р(ру,..., 0:), опре-. 
деленной неравенствами (А.5.12). 

Кроме того, взяв достаточно большие показатели 
’, $, мы можем построцть «универсальные» функции: 
Н. (р, ^) со свойствами: 

~ 7 - . . steer ue
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а) Н.(р,\ как функция р принадлежит к классу 
С (г, $; 4), а как функция Е является аналитической, 
регулярной в области (А.95.12); 

6) в области (А.5.12) имеет место интегральное 
представление: 

РВ = Е.Ф нь фар | Р.Н, ар 
А.6 Перейдем теперь к обобщению теоремы 1. 
Рассмотрим обобщенные функции: 

Fy r (x1, X5) Fy, а (Х1ь Xo), 7? 

Far (Xs Xo), Pa, a(X1 Xo), 

для которых 

Fy p(X, X_)=0, если х50 или х50, 

ВБ» а(хьь Хх) = 0, если х 50 пли х.>,0, 

Ра, + (хьь 42) =0;, если х>0 или x,<0, 

Ра, а(Хь хз) ==0, если х>0 или х>,0. 

| (А.6.1) 

| 
Предположим, что при некотором положительном т: 

on 

Е, 5 (Pr Pr.) — Fy 5 Pr» Po) =0, если Pro a р: < УР, 

Pi (Ps Ps) — Fg (Ps Pe) =0, если р-р? < р, |} (А.6.2) 

i=r,a, j=r,a. 

Применим теорему | к выражениям Е, 1 (р!, В»), Fa j (Pi Po): 

рассматривая их как функции р,. Перейдем к функциям 

F; (Ri, Po) 

к которым опять применим теорему [, но уже по перемен- 
ным р. Таким образом, убеждаемся в справедливости сле- 
дующего утверждения: 

Пусть го, ...,Гз— любые положительные числа, удов- 
летворяющие неравенствам (А.9.11). _ 

Тогда существует аналитическая функция Г (Кл, Е›) 

комплексных переменных Ry (Rip, .. +, Ry3)) Ro (Roo »- +> Reg),
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регулярная в области 

lRigl< er  |Roal <a, @==0,...,3. (А.6.3) 

Для вещественных Py (Pio. +++, P13)» Po (Poor ++ +s Doz) 43 
этой области 

Р(рь, Do) = Fy, 5 (Pur Pr); i=T, a, jor, a, 

Кроме того, в рассматриваемой области (А.6.3) имеет 
место интегральное представление: 

F (ky, Ry) = У, ГР (P1, Po) Hi; (ра, Pos Ry, Ro) dp Яро, 

(3, ДЕТ, а) 

Ну (ра, рэ: Ri, к.) — A; (р, R,) 1H; (Po, Ro); H, — Н+, A, — Н_, 

(A.6.4) 

если только показатели KaAacca C(r, Ss; 4), K которому 
должны принадлежать Н» (как функции р), взяты д0- 
статочно высокими. 

Рассмотрим обобщенные функции: 

Pig (Xp, Xe 0; i, fr, a; {— вещественное число, 

обладающие свойствами (А.б.1), (А.б.2) независимо от f. 
Заметим, что по самому определению обобщенных функций 
существует такой класс С (г, $; 9), на котором Ру; будут ин- 
тегрируемыми. Возьмем произвольную функцию Й (Ё) из класса 
С (г, $; Г) и рассмотрим интеграл 

Pigg (X15 ху) == | Рь Их, Xo; ВА (1) Е. 

Нетрудно видеть, что эти Ру: (х:, Хх.) будут обобщенными 
функциями, интегрируемыми на классе С (г, $; 8), и что они 
удовлетворяют условиям (А.6.1), (А.6.2). Мы можем поэтому 
воспользоваться ранее сформулированным утверждением и 
прийти, таким образом, к следующей! лемме. 

Лемма [У. Пусть даны обобщенные функции 

Рьу(хь хз 1), Ь ]=Г, a,
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удовлетворяющие условиям: 

Fyor(X1 Хо; В =0, если х<0 или х<0, | 

Ре а(Хи, Хо; Ё)=0, если х<0 или х>0, | (A.6.5) 

For (1, Хх; В =0, если х>0 или х5<0, | — 
Ев, а(Хи, Хэ; #)=0, если х>0 или х>0, | 

Fy, j(Pi» Pas t)— Pa, 3(pis Poi 1) = 0, \ 
если р-р ура, | 

- ~ | (A.6.6) 
Fir (Pi, Ps 1) — Fia(pr, poi = 9, | 

если рр <; 1=г, а. | 

Пусть Го, ..., Г. — любые положительные числа, удо- 
влетворяющие неравенствам (А.5.11). Тогда существует 
обобщенная функция Ё, являющаяся аналитической функ- 

цией Р(Е, №; ft) комплексных переменных Е, К, регу- 
лярной в области 

| г №|< г, 9==0, 1, 2, 3, (А. 6.7”) 
причем 

F (py, рэ; t) = F; (Pi, pe; №) 

в области вещественных р, р», удовлетворяющих нера- 
венствам (А.б.7). 

Рассмотрим теперь обобщенные функции 

Л, 1(Хл, Х>, Г); р, j=r, a, 

удовлетворяющие условиям (А.6.5). Предположим, что вместо 
условий (А.6.6) выполняются условия 

fri (Pr, Pa: t)— fu, 5 (Pr рэ; th = 90, | 

сли | Pio — ho Р-р: ФРС, | 
fis (Pur Poi  — Л, а(рьь р; 1) = 9, 

если | Pop — Yao (4) 7+ | P2— AAP < Pea, J 

Я, я(рь р; Ю=0, если &< М. (A.6.9) 

(A.6.8)
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Предположим, далее, что фигурирующие здесь функции 
Х(Ё), =(Р обладают нижеуказанными общими свойствами. 

1". ^м„ (6, =; (№) непрерывны и неограниченно дифферен- 

цируемы в интервале N < t < 00; 
2°. 2;,(8), €7(8) полиномиально ограничены; 

3°. e,(£) CyUleCTBEHHO положительны и удовлетворяют 

неравенству 

=;(#) > ТР ¥>0, m > 0; 

4°. любая производная (какого угодно порядка) функций 
(2), =;(1) равномерно ограничена в интервале N<t< oo. 

Продолжим теперь каким-либо образом эти функции ^ (0), 
=(1) на всю вещественную ось с сохранением всех перечис- 
ленных свойств. Тогда нетрудно убедиться, что каковы бы 
ни были показатели г, $ класса С, всегда можно найти 

показатели г/, $, таким образом, что из # (ху, X23 HE Cry, $1; 9) 
вытекает 

21 <, (#)2.+№(02,} h (= (Е) X14, & (t) х.; t} Е С (г, 5; 9). 

Следовательно, для любой обобщенной функции f (x1, Xo, #) 
мы можем подобрать такие г,, $,, что интеграл 

[ f(X4, X, ft) et BMD пе (рух (хи Нах, ах, @й 

будет тогла определен как линейный функционал от 
й (хи, ХВ) Е СС, $; 9). Но этот линейный функционал мо- 
жет быть преобразован к uy 

ны. 
=: at te “ 

  
в; (1) te 

XK й(х., Xe; t) dx, dx, dt, 
ie (€4£5)4 

определяющему обобщенную функцию 

А (2) hg (¢) 
3 

] X{ К, t) 20 (1) рт 

(eyeg)4 ~ \ey 2)’ во (0)’ - oe 
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Таким образом, раз Д,;(х., Х5; И) являются обобщенными 
функциями, выражения 

Pig (Xp х»; В) = 
№: (2) №2 (1) 

я (5 aa pe lee в," | 
~ (e ray "I\er(f)’ &, (t)’ 

также будут обобщенными функциями. 
Далее, ввиду того, что Д+ ; удовлетворяют условиям (А.6.5), 

введенные функции Р; ; также им удовлетворяют. Замел им 
еще, что 

Py (Py р»; =! (Ю-Ее, (0 ра» ho (E) + е2 (1) р»; 2}. 

Поэтому из (А.6.8) вытекает, что ЁР;,; удовлетворяют усло- 
BuaM (A.6.6). 

Итак, мы можем применить к функциям Р; у(х:, Х›; 1) 
лемму ГУ, в результате чего убеждаемся в справедливости 
следующего утверждения: 

Лемма \У. Пусть даны обобщенные функции 

  

(A.6.10) 

Де, у(хь хз В, i, fr, a, 

удовлетворяющие условиям (А.6.5), (А.б.8), (А.6.9). Пред- 
none что функции №. (Е); е; (Е) обладают свойствами 

‚ 2°, 3°, 4°. Возьмем числа r,, a=0,..., 3 mak же, 
как и в теореме [. Тогда существует обобщенная функция 

FIMO e Oy MeO) + e0(t) #}, 
являющаяся аналитической функцией комплексных пере- 
менных Е,, К», регулярной в области 

| in| < Tes | Ray |< Pas &—0,..., 3, (A.6.11) 

такая, что в области вещественных р:, р», удовлетво- 
ряющих неравенствам (^№.6.11): 

Им (0-Е = (О рь № ры t) = 
= fi, gihi (t)+-2,(f) Py, Aa (£) + > (1) ро; t}. 

Kpome moczo, 

Time (ORpy oO (tks t} =O mpu t<N.
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А.7. Теорема П. При данных постоянных 

M>u>0 630, 12020; У>0 

можно найти такое р > 0, чтобы имело место следую- 
щее утверждение: пусть 

fig (4p Xi 1, В] = р, а 

являются обобщенными функциями, инвариантными по 
отношению к пространственным вращениям (векторов х), 
удовлетворяющими условиям (А.б.5) и, кроме того, 
условиям 

Fre (Pr В, Г) — (р р»; 1) = 0, 

если (A.7.1) 

(Pio +t? — р < (МУ Фу фр, < 93, 

Я. r(Pys Pas t)— fia (Ра, р», Ё) = 0, 

если (А.7.2) 

(Ро-Е 2) — р. < (M-F py? (Фо — Е — р < 9, 

Я, (рь Р.В =0, если [< м-в (1-51, (A.7.3) 

Гогда существует обобщенная функция переменной Е, 
являющаяся аналитической функцией комплексных пере- 
менных 21, «оу 5, 

Ф (21,..., 25; 1), 

регулярной в области 

|2. — М?| < 622, | 22 — М | < ру, | 4— "| < р, 

zat] < pps [apt 402] < put (ZY, (A.7.4) 
Vero w(l—o), 4 <a’, } 

где 

: 2 42 (] —o = (M+y(1-++— 7 OP ae, (A.7.5)  
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и обладающая свойствами: 

1°. Ф( 21, ..., 2; =0, если t< м-в +51. 

2. В области вещественных 4-векторов Py, Po, OAR 
которых величины 

21 — (ро +0 — ра» 25= (Р-Н рь, 23=(рю— 0 — р, 

24 = (Ро — *— р», 25 = (Рю — Ро) — (р: — р» 
(A.7.6) 

удовлетворяют неравенствам: 

| 2; — М?| < pp?, | 22— М? | < рз?, | 23 —ч| < pp?, |24—7 |< рый, 

|2ь ЗН 44| < ры? (4—), —У << — в), 4 <, 

имеем 
мы 

Fig Pv Dor th =P (2,,..., 253 2). (A.7.8) 

‚ Доказательство. Будем основываться на лемме V. 

Положим 
M2 — x 

io (Г) — hoo (t) — Af ’ 

Ay (t) = e1¢, () + ena A (t) = e,9 (¢) — eg, (A.7.9) 

М? — + eQ=Y (14+ 8a Pee. 

Здесь е‚, е› — два произвольных, взаимно-перпендикулярных 
орта; *, а-— произвольные вещественные числа, удовлет- 
воряющие неравенствам: 

—У<*-< (1—0), 402 <u. (А.7.10) 

  

  

Введем также 
1 

ОО м , (А.7.11) 

At 

Заметим, что в интересующем нас интервале 

p> reer)
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будет 

(++ — М? — а? >0.   м у — 

Поэтому функции =; (1), ^,(Р) удовлетворяют условиям 1°—4° 
леммы У. Возьмем, *палее. число © так, чтобы 

— 142 ГЕИ. Me + 

& 

  

  

  
и) +=) 
  

  

  

Su 

2t> М-ь (1+5) | | Е | + 

|| 2-Е! 
£2 r ao ; |< . (4.7.12) 

(+ At 8 

Ясно тогда, что 

  Мер 
Sp? 

(A.7.13) 

2 

Уфа вое < | 

Пусть теперь 

| Ро — to (DF + [pi — A OP << = (0. 

Имеем: 

(ро 0 р? = Ро (В = 8? — AF) + 

+2 Во (9 = И [ро — Mo I — 241 @) [Pi — 1 O11 + 

+ [Pio— Ato 2 — р, — А, (ОР < Dao CE AP — AO) + 

-Е2У п, 2-м ее. (A714) 
  

Но, очевидно, 

Dio - 4—1 (0) = М?, Рю — м =
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и потому на основании (А.7.13) и (A.7.14) 

(Dip +tP?— р? < M?+ 2Mp w= (M+ py, 

(Pip — 0 — pi < t+ 8p? < 9p? 

Совершенно аналогично из неравенства 

| Pog — Azo (4) 2 ++ | Do — Ae (1)? < и? =2 (2) 

будет вытекать 

(Poo + t)?? — р; < (M+ py, 

(рю — t)? — р? < 9,^. 

Таким образом, из (А.7.1) и (А.7.2) получим 

fy, j (Pr р»; t)— fa, j (Pi, р», Г) —= 0, 

если 
| 

| Pio — Ano(4) PF 4 1 pi — A (F< = (0 

И 

Fi, Pr» Poi 2) —fia(Pr pi) =9, 

если 

| P20 — Ао (ВР [р»2— А» (62| < Фр = (0. 

Мы можем, следовательно, применить лемму У, взяв в ней 

— _ М-+ьа-8) 
==, М=————. 

Чтобы удовлетворить неравенствам (А.5.11) теоремы I, 
примем 

3 
[r| = Го, Уи. 

1 

276 

Теперь, в соответствии с упомянутой леммой, убеждаемся 
в справедливости следующего утверждения: 

Существует обобщенная функция 1 

F (Ry, hes 0), (A.7.15) 

1] Зак, 2670. Боголюбов и др.
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являющаяся аналитической функцией комплексных 4-век- 
торов №, К›, регулярной в области 

    

  

| Ао — ^10 (0) | < 5 У we (tf), 

| К, — А (|< — u(t), 

вУб (А.7.16) 
[ Ао — oo (AE < IVE ue(t), 

№ — Ae (|< ae Sve |   
и обладающая свойствами: 

1°. В области вещественных р,, Pa» удовлетворяющих 
неравенствам (7. :16) 

fi, j (Pr Pe: t) = (фи, в; 8; 
о” | М 1-8 

2°. У(фл, рэ; 8) =0, если 1< Meer. 

Воспользуемся сейчас условием инвариантности по от- 
ношению к пространственным вращениям. Ввиду этого 
условия функция (А.7.15) зависит от А, А› лишь через 
посредство пяти переменных: 

Rio» Roo Kir kh Ky, Keo. 

Вместо них можем ввести совершенно эквивалентную систему 
переменных: 

21 == (2, 0—1, 2 = (Roo +t)? — kp, | 

23 = (о — К, == (А, — 6—2, } (А.Т.1Т) 

25 == (о — Ао) — (К, — К»), 
так что | 

Е, В: 1) =O (2, Zor 2g» Zys 253 1). (A.7.18) 

Следовательно, для завершения доказательства нашей тео- 
ремы нам остается убедиться, что (при соответствующем 
подборе числа р) мы можем найти комплексные 4-векторы,
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удовлетворяющие неравенствам (А.7.16) для произвольных 
комплексных 2,, ..., 2., удовлетворяющих неравенствам 

[2, — М? | < pp?, | 2, — М2] < ры, |243 —*]| < pp, 

[24— “|< рю, [2-40?|< 2 (4), (А.7.19) 

442 < и?,. —Ухх<и(1—). 

Перейдем поэтому к вопросу о построении ky, Ry по 

    

  

данным 2,,..., 2., #. Из (А.Т.17) найдем 

— 2—2 
Ро = 15, Roo = “Fz “, (А.7.20) 

а также 

2 2 21-2: 21 — 23 \2 ии аа (аи, 
К = — а + (2774), ‚ (А.Т.21) 

21 — 29 —2 24 \? (k, —k,? = — 2,+( 1 — at 4)   
Чтобы подобрать k,, К, удовлетворяющие соотнощениям 
(А.7.16), положим 

k, = Де, - Се,, К, = Be, — Ces, 

где е,, е›— два взаимно-перпендикулярных орта. Тогда для 
определения ДА, В, С из (А.7.21) получим уравнения: 

2 в __ 21-2 28 (257) лов аа (ата, 

  

— 2 

B+ Cap BEA (Ae =) 

  

_ +, 2 (A— B+ 4C?= —2,+- (74 ава 

откуда находим 

    

  

    

A=A(t; 2, a _lyp~ 

B=Btt; 21, ...у 25) 2 

2 — а — 23 | ва) (na) | (А.7.22) 

+t 2 At At 

4 VD : 
11*
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C(t zy, а | -+ (АЕ) | 

ев (2 (а) ‚ (А.Т.22) 

2 `} 

Dat tates ta—a) +2 (2528) + 

2о — 24 \?2 21 — 20 — 2з -- 24 
+2 ( 4 y—( 4t ). 

  

  

  —   
где 

  

Как видно, 

A(t; M2, M2, «, t, — 4a) = (1), 

Bit; M2, M2, «, t, — 4a") = 9 (f), 

C(t; M2, M2, t, t, — 4a?) = а. 

Таким образом, наща теорема будет доказана, как только 
мы покажем, что 

1 — fs < < № 
  

| < УЕ as | 

  

  

[А (в мы, мы, <, поели) 
— A(t; M2, M2, х, х, — 4а?)| < р 

<зУв ¢ 4 MP” 
м. 

  

[В (6 МЕ, мыть НЧ 
ьт)— 

— В t; M2, Me, т, х, — 402 Е ° 

( I< 8 ri £4 Mes? 
At 

  

C(t MEE, MP, th th — dah, BP) 
—Ci(t; M*, M?, , — 4a? We 

( Хх т ) < зу ‚М — 1 

(7.28) 
  

 



ДОП. А] ТЕОРЕМЫ ОБ АНАЛИТИЧНОСТИ 165 

для 

р МВТУ, —Vircvrt(l—o), 40% <2, 

[5 [< pu, j=, ..., д. 

Но возможность такого подбора достаточно малого 3Ha- 
чения р непосредственно следует из рассмотрения!) выраже- 
ний (А.7.22). 

Примечание. Рассмотрим частный случай теоремы ИП, 
когда д=® =0. В этом случае и==0 и, следовательно, 
а— 0. Таким образом, область значений 2, принадлежащих 
к области регулярности функции Ф (2,,..., 25; #), будет огра- 
ничена неравенством 

M\2 

|251 < pp? (=) 

Нетрудно, однако, с помощью совершенно элементарных 
рассуждений расширить пределы возможного изменения Ве &,. 

Действительно, возьмем в классе С (0, со; 1) функцию в (5 
так, чтобы 

В (= 0, &« МЕ, 

В (Е) = 1, > М-ь. 

Положим: 

fig 8 85 9 Bian 8 О бе хы 
Ly (Xp. X23) = (LAO Ss, 5 (Xt 003 6), 

fig (Xp X05 =A) fi, 5 Xr 25 2). 
  

1) Неравенства (А.7.23) с функциями А, В имели бы место и 

без умножения &; на —- a Такое умножение необходимо лишь для 

обеспечения неравенства с функцией С, поскольку только с аргу- 
М? 

ментом a левая часть его будет, при больших #, пропорцио- 

1 
нальна —. 

12 Зак. 2670. Боголюбов и др.
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Функции 71) RO удовлетворяют условиям нашей теоремы. 
› 

М 
Первая из них при ® = 0, 6 == 0, а вторая — при ® == 0, 6 = a 

Рассмотрим области регулярности функций ФИ), Ф@), выпи- 
сывая соответствующие неравенства лишь для аргумента Z,. 
Для первой из них 

M\2 
[251 < pp? (7) . 

Это неравенство будет выполнено, если 

М\? M\2 
Re z,.| < (5). Imz.l< 1 (1 |Ве2| < у | 25| < (1). 

Но, очевидно, 

Фо) —0 ane t>M-+p, 

поэтому ФИ) регулярна при 

| Re z; p< SH Va (и). [Imzs]< #5 (т) - 

Далее, для Ф(?) 

и = (2м 4 Mee °__AM2S0 
= PT OM Fp >°. 

Поэтому Ф@) будет регулярна при 

— и? < Кез, < 0, | п 25| < вз? (17). . 

Пусть о, будет наименьшим из чисел 

уз(ичи)› У 2 \М-ыь/ ° \в/` 

Тогда видим, что обе функции DOC), MO), а следовательно 
и их сумма © = OC)+ Ф@) будут регулярны при 

— py? < Rez, <0, [Im 25] < (4) - 

  

Мы убедились, таким образом, в справедливости сле- 
дующего утверждения. 

Теорема HI. Если условия теоремы ПП выполнены 
при ®=0—0, то можно подобрать достаточно малое
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р > 0 так, чтобы 
Ф (21,..., 25; 0) 

была регулярна в области 

2,— M*| < pp?, | 2. — M?| < gp, |23—7| < pu, |Z, “| рр, 

— pp? < Rez, <0, | Im z,|< pp? (Fy Vr pe 

Заметим, что нижний предел изменения Ке &; может быть 
существенно раздвинут, но это уже потребует более глубо- 
ких соображений. 

А.8. Теорема У. Рассмотрим обобщенные функции 
Р,(х) и Р,(х) 4-вектора х, из которых одна будет за- 
паздывающей, а другая — опережающей. Пусть фурье- 

образ f(p) их разности 

f(x) = В, (х) — Fa (x) 

обращается в нуль (f (p) = 0) Onn |pyl|<m. Tozda cyiwe- 

ствует аналитическая функция Р(Е) комплексного 4-век- 
тора №, регулярная в области 

| Imk| < | т У 2? — м2? |, (А.8.1) 

такая, что для вещественных К = р из этой области 

F (p) = PF, (p) = Fy (P). 
Доказательство. Возьмем в классе С(0, со; 1) 

функцию ф(Ё) такую, что 

Ф (0 =1, Хо > 0, 

Ф (1) =0, х<— 5, 

где &— некоторое положительное число. 
Фиксируем сколь угодно малое положительное р и заметим, 

что функция 
—px9+ikxe 

Ф (Хо) е 

будет принадлежать к классу С (со, со; 4), если только 

[п А >0 (№, комплексно). Поэтому можем определить 

12*
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интеграл 

F, (hj: 0) =F, (os ks p) = [В.о (хде ах, (А.8.2) 
представляющий аналитическую функцию Rk, регулярную 
в. области, где Ип А, > 0. Нетрудно видеть, что этот интеграл 
не зависит от специального выбора функции $ (Ё). Действи- 
тельно, если ф, и $. представляют две возможные реализа- 
ции функции $, то имеем 

ф1 (Хо) — $2 (Хо) =0 для х>0, 

откуда видим, что в силу свойства запаздывания во всем 
4-мерном пространстве 

ГЕО и о) — 92 (xp) e-#+ HH dx = 0. 
Поэтому мы будем записывать (А.8.2) в форме 

ow _ $ ; 

Pk; ) = ГЕ, (ее Ах, (A.8.3) 

принимая правую часть (А.8.2) за определение такого инте- 
грала. 

`’ Совершенно аналогично определяем функцию 

Но (В; р) = Ге, (x) eR TP Oy, (A.8.4) 

являющуюся аналитической, регулярной в области, где 
ША, < 0. 

Заметим, что выражения (А.8.3), (А.8.4) имеют смысл и 
для вещественных А. Действительно, их можно рассмат- 
ривать тогда, как фурье-образы обобщенной функции одного 
переменного ху: 

[ F(x) e PPE ye Fr, a. 

Таким образом, Ё, (№, К; р), Aq (Ro» Kj 9) для вещественных Ro 
будут обобщенными функциями А, являющимися аналити- 
ческими функциями К. Нетрудно убедиться также, что в обоб- 
щенном смысле (по отношению к вещественной переменной ру): 

lim Р, (о-в, К;р) = В, (ро К; в), | 
в > +0 

и окр = Fy (py ks | 
e >+0 J 

(A.8.5)
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Наконец, в обобщенном смысле по отношению к веществен- 

ному 4-вектору р 

lim F,.(p; 6) = F, (p). | 
6 > +0 бой _ (A.8.6) 
lim F(p; ¢) = FP, (Pp) 

p>+0 

| 
) 

где Б,, Е, — обычные фурье-образы функции F,(x), F, (x). 
Рассмотрим разность: 

lim \F, (Py ®, К; 6) — ЕР. (р. -- =, К; 6) == 
&>-+0 

=P, (pos Ks p) — Fa (Pos ki р) = f f(x) ee dxy dx. 

Но, по условию теоремы, 

Гл ет аж 0 для || < т, 
следовательно, 

lim {Р, (Р-Н, К; 2) — Р.(р— а, К; о) =0 для |р|<т 
> + 

(A.8.7) 

и потому Р. (R; p), F, (^; ©) представляют одну и ту же ана- 

литическую функцию Р(®Е; 0) соответственно в областях 

1 № > 0, т < 0. ОЭласть определения Р(Ё; 6) распро- 
страняется на все положения комплексного вектора К; по 
отношению к комплексной переменной А, эта функция имеет 
линии разреза 

—wo<kh<—m mNcR << о. (A.8.8) 

Заметив это, фиксируем числа ), m,: 

0<d<1, O<m,<m (A.8.9) 

и построим выражение 

® (ky) = F (ky, he V — т? Бр),  (A.8.10) 

в котором 1 — вещественный вектор, е — вещественкый орт. 

13 Зак. 2670. Боголюбов и др.
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Образуем «симметризованную» и «антисимметризованную» 
функции, инвариантные по отношению к перемене знака вхо- 
дящего квадратного корня: 

D, (ho) = 4 F (ko, heV k2— m? +-f; p) + 
= и 

+ + F (ky, —re Vk? — m? + £; 9), 
— _ ОИ `(А.8.11) 

Фа (о) == ур В (о, he V k2— m? + f; p)— 

  
— F(R, —--he Ve — т Е о) }. 

Для них, ввиду (A.8.7), будем иметь: 

lim {® И |} = : > 
© F (p, ле У — mm? +; 9) — 

Fa (Por he V фт Вр 

(Por he V p2— m? +f; p)— 

F (po —he V pp— m? +-f:p)=0 (А.8.12) 

a
 + - 

7
 

d
m
 
e
l
e
 

AMA | Po | < m. 
Совершенно аналогично найдем также 

И 1D, (Pot fe) —®, (Po —ie)} =O для |ро| < т. 
= > 

(А.8.13) 

Итак, мы можем рассматривать Ф, (№), Ф. (Е) как ана- 
литические функции комплексного переменного Ау, регуляр- 
ные во всей комплексной плоскости за исключением линий 
разреза (А.8.8). 

Обсудим теперь вопрос о характере возможного роста 
этих функций на бесконечности. Из рассмотрения режущего 
фактора: 

ехр (— рх? — x, Im Ry = Axe lm V &— mi: ), 

можно установить следующее свойство: имеется такое целое 
положительное Ny, YTO ApH сколь угодно малой с > 0 вы-
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ражения |Ф,(А,)|, |Ф.(№)| для ПтА№| 23 ограничены не- 
которым полиномом степени п). 

Чтобы воспользоваться теоремой Коши, подберем соот- 
ветствующий множитель Я (Ку), который смог бы обеспечить 
достаточное убывание произведений 

D, (Ry) h (Ro), 

Фи (Ей (Ro) (A.8.14) 
на бесконечности. 

Возьмем для этого какую-либо функцию 2 (<) веществен- 

ного переменного *, обладающую непрерывными производ- 
ными всех порядков в интервале 

a<t<b (a>m?), 

такую, что она со всеми своими производными обращается 
в нуль в граничных точках этого интервала. Построим функ- 
цию комплексного переменного: 

b 

в (в) = | g(t — & (<) 
ke — с) 
  dz (A.8.15) 

и заметим, что она является аналитической функцией, регуляр- 

HOH BO всей комплексной плоскости, за исключением линий 

разреза 

Imk,=0, ack <b. 

На бесконечности #” (№) и ее производные любого порядка 
убывают не медленнее, чем 

const 

ТА 
Кроме того, когда 

п А, > +0, Reky= po, 

имеем равномерно !) по отношению к Po (— CO < py < &) 

ath”) (fo) a? О? (ро) h(n) (p py) (he) DP pg, и a g—1,2,... 
, 

  

1) Здесь имеется в виду обычная равномерная сходимость. 

13*
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Если же 

Im ky > — 0, Re Ry = pos 

то имеем, также равномерно по отношению к Py 

(—0CO< py << &), 

авт (в) o в) (ро) 
A” (R A” (p,), (he) >A” (Pos Fig a » g=l,2,... 

Предельные функции 

A? (ро), A о) 
вещественного переменного ру непрерывны со своими про- 
изводными любого порядка на всей вещественной оси; при 

  
  

  

Ng 
——— Bev — 

wee eee at -po-------- 

; | A] 
| | ё oO! 

-7 иль -/7, Kv |, [7 
- — “44, —+— --- te +— 

i ] 
| | 
| | 
} | 

ик _! ее 

———- —=_-— 

Рис. 3. 

Ро > -= со функции эти и их производные стремятся к нулю 
const 

2j0° 
| 20 

2 2 2 eCIM Py <. a UNM ро >Ь, т. е. во всяком случае, если ро < т?. 
Поэтому (/ == $.а) 

  _ не медленнее, чем Ясно, наконец, что И“ (ру)=й( (ро), 

D5 (Po + 10) AY” (99) — Ф; (0% — 0) # (ро) = 0, если |ро| < т, 
(А.8.16) 

где 

Ф; (Pp = i0) = Jim Ф; (ро = 2).
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Возьмем теперь 2п > п, +1. Тогда для сколь угодно 
малого 3 > 0 

С. | (a) D5 (ho) |< ge, [Im hy | =. 
Далее, раз последовательности {, (ру —= =) сходятся в обобщен- 
ном смысле, мы можем по самому определению такой схо- 
димости найти класс С (г, $; 1), на котором она имеет место. 
Возьмем 2" 2 г—1. Тогда последовательности Й(рь-= 2) Ж 
X @; (Po, — =) окажутся сходящимися в обобщенном смысле 
на классе С (1, $; 1). При сделанном выборе числа п мы 
можем применить теорему Коши, взяв за контур интеграции 
контур рис. 3, окружающий линии разреза. Совершив пре- 
дельный переход при 6 > 0, получим 

  

  

h (Ry) Ф, (ko) = 955 ] 
he тт Mg 

Lf MEF MA O— ME MA + 55 Г ть em 1S 
для любого Rp, He лежащего на линии разреза (А.8.8). Но 
по самому определению Ф,, Ф, имеем 

@ (Ro) == D, (Ro) + V № — т Ф, (№). 
Следовательно, 

  

  

  

  

| ФЕ Юл. ©@— $, ((— 0) А (9 

| | By E410) bye (=P C= MAO ye 
oR ett > 

Me 

1 ff %& CLO) he O—-B (C—0)A_O) » 
T Bai Г — Рё 4- 

V 2 — m | @, (C+i0) hi (QO — By (E— i0)A_ (6) „> +e + на 45. (А.8.17) 
— 0
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Рассмотрим теперь произвольный комплексный 4-вектор К, 
для которого выполнено неравенство (А.8.1). Ясно, что для 
него можно указать такое т: < 112, чтобы 

шк]! < | Im Va? — m? | (A.8.18) 

Эти значения т’ мы и используем в наших рассуждениях. 

Далее, для данного К построим / (®), е(А), положив 

    

  

(в) —= mk) egy ik im Vem 
Jim V #2 — m?| Hkh | tm V — ив | 

(A.8.19) 
Тогда 

[1 К ==) (#)е (2) т V &2— m?. (А.8.20) 

Возьмем также 

+ = Век — ^ (#)е (2) КеУ k2— m2-+- gq, 

где 4 — произвольный вещественный вектор. Получим из (8.17) 

h (Ro) F (Ry, k-+- 3 2) = 

со ОНА оо 

2 2 

— J Ay (5, Ч; А, р) dt + Ve my Ла (5, 9; К, 6) 4" = 

25 —Ro tC ° 2ri —Rky + > 

Me Ny 

УР — т! т А (5, 9: . 2) ay Аа (5, 9; А, 2) у» 
+a | ое Тон J ПРЕ “* 

(A.8.21) 
rae 

А, (=, Ч; А, р) = | 
=O (FG, v_+Rek ta +B, (vt Rek-+4 5) — 

h— (8) 

  

OFC vARek+ a +P, —v,+Rek-+q: 0},
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A, (3, Ч; К, 6) = 
__ hs [Ry *0)..— 

— РР, (>, — у, + Кек- а; 6) |— ¢ (A.8.22) 

= С Е! Ре. у_ + Век -- 4; 0) -- 

  

  

ys   ЕС. —v,+Rek+q; p)} J 

и введено обозначение 

у; =) (#) е(#) (У? — т! Re V ki — mi). 

Подчеркнем здесь, что 

А, (-, 9; &, p)==0 
, ‚ если |5|< т. (А.8.23) 

д.4: R, =0 | 
Перейдем теперь к исследованию перехода р > 0. Пока- 

жем, например, что для $ > т. выражение 

Е, [5 ()е (8 (У? — mi — Re V kj — m2) + Rek +-q; 9 

как функция переменных №, 4 сходится в обобщенном 
смысле к 

Р, (<, (Rye (&) (У?— т: — Re V k2— m®) + Rek-+ q}. 

Рассмотрим, в самом деле, интеграл 

J FAS Mae) (V2 — m3 — Re VB — mi) + 

+ Rek-+q; p} H(, q)d2 dq, 

в котором функция Н(‹, q) принадлежит к некоторому 
классу Сць, $; 4) с достаточно высокими показателями г, $ 
и обращается в нуль для $ < ть».
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Имеем: 

[FLL dR) eth) (V2 — m?-— Re Vk? т?) -- 

= Кек-- 9; р; НС, 9) 42 44 = ГЕ, (Por р; ОН! р, р-- 

+2 (k) e (k) (Re Vk? — т? — У р?— т?) — Век ! арар. 

Приняв во внимание, что т, > т, мы можем заметить, что 

У— т? регулярен при Py > т, > т, и поэтому выражение 

Н { ро. p-+)(k)e(k) (Re V k2-— m? — Vp? — m?) —Rek }, 
как функция переменных fy). р, также принадлежит к 
С (г, $; 4). Но благодаря (А.8.6) 

P, (Do, р, 0) > F, (po. р), о — 0. 

Имеем, следова”ельно, 

ГВ, (рь р; ВН [р p-+i.(k)e (k) (Re Vk? — m? — 

—V pm?) —Rek | dpydp > f F, (ро. РН! ро, p+ 

FEM OER В т т? —-Уй-— т) — Бек} ар ар, 

fete  (R) e (R) (V2 — m? -- Re V2 — m®) + Rek-+ 

+a; 9} HC, a)dsdp— f F(t, 1a) e(e)(V2— mi — 
— Ве 2 — т?) + Век-+ а! Н(., 9)444.  (A.8.24) 

Так как приближение к пределу в (4.8.24) является равно- 
мерным по А (в каждой достаточно малой окрестности точки 
рассматриваемой области (А.8.18)), то мы можем сказать, 
что соотношение 

ЕР, d(R)e(k) (V2? — m? — Re V т") - Век-на; р} > 
Е, ($ ^(в)е(Е)(У @— mi— Re Vk? — m2) + Rek+q} 

(A.8.25)
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имеет место в обобщенном смысле по отношению к пере- 
менным €, 4 равномерно по отношению к Rk. Совершенно 

такое же положение будет и с другими функциями F,, Р 
входящими в выражения (А.8.22). 

Построим неограниченно дифференцируемую функцию 
и (-) таким образом, что 

и (5) =0, 3<и,, 

и (5) =1, Зет. 

a? 

Тогда в силу (А.8.23) мы можем в формуле (А.8.21) внести 
под знак интегралов правой части функции и (53) и и(— 0). 
Возьмем еще произвольную функцию / (4) из класса С (у, $; 3) 
с достаточно высокими показателями г, $. Тогда в соолно- 
шениях ‘ипа (А.8.24) можем положить 

НХ Фи. ОЭ 9, 
ИЛИ 

HS, Qh ue ye, ky—6& 

NOCKOJbKY CleneHb yOpiBaHua dyHKuuh A, (2), A_ (2) может 
быль взята достаточно большой, а знаменатель А —* не 
обрашае:ся в нуль в фак” ической области интеграции. О.сюда 
вытекает существование предела 

lim h (Ay) ГР Ка; 2/9) 49 
o> +0 

и потому, ввиду произвольности Й (№), существует предел 

lim J Fh ка: p)f(q) dq. (A.8.26) 
p> +0 

Нетрудно лакже заметиль, ч.о приближение к пределу 
является равномерным по олношению к А в указанном выше 
смысле. 

Мы установили здесь факт несобственной сходимосли. 
Усилим этот результат и покажем, что равномерно 

В (, к; ¢) > F (Ro, k). (А.8.27) 

Построим в комплексных плоскостях А’, я==1, 2, 3 окруж- 

носли С, с центром в точках №, и радиусом 6. Число 0



178 ТЕОРЕМЫ ОБ АНАЛИТИЧНОСТИ [ДОп. А 

возьмем слоль малым, что все К’ с компонентами К, лежа- 

щими внутри или на границе С,, принадлежали бы к области 

(А.8.18). Имеем тогда по теореме Коши: 

т . ___ 1_ F (Ro, k’ + q; р) Il dk’ 
P (Ro, k + Ч, р) a (2=2)3 | П (ki, — р ) (0) д" 

exaxe ™ ° 

Заменив здесь К-—>К—4, найдем 

F (ky К = | К ЕР Пай.   

© п (2 -+9,)® ° 
сх О, ж0ь (9) " 

(A.8.28) 
Так как в этом интервале 

| kk, | =8, 
то при 

| Чо | < 9 

знаменатель не обращается в нуль и остается по модулю 
3 6 8 

большим (+) , 

Возьмем теперь какую-либо функцию ф (4) вещественных 
переменных 4., принадлежащую к классу С (у, $; 3) с доста- 
точно высокими показателями т, 5$, такую, что 

  

[+9 аа=1 | 
‚ } (4.8.29) 

$ (9) =0, если хотя бы для одного а, |4, |2. | 

Тогда из (А.8.28) получим 

Р(Ё К; p) = 
_ | 7 ‚ $ (9) ‚ 
_ (2=1)3 | | | Р (Ко, к -- 9, Ри, + qx) aq to dk,- 

Ci, X Ca x Cz (x) * 

(A.8.30) 
Но ввиду (А.8.29) функция 

— $ (9) / 
Л (4) и (4, &, + a,)’ К Е С. 

a) 
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переменных 9, также принадлежат к классу С (г, $; 3) и мы 
можем применить к правой части (А.8.30) ранее установ- 
ленный результат о существовании предела (А.8.26) ио рав- 
номерности соответствующего приближения. 

Таким образом, убеждаемся, что в достаточно малой 
окрестности любой точки А из области (А.8.18) последова- 
тельность 

F (Ro, К; 9) 

аналитических функций А является равномерно сходящейся. 
Поэтому в силу известных леорем предельная функция 

F(R), k)== lim F(R, kj 5) (A.8.31) 
e>t+0 

будет аналитической функцией переменных А,, я == 0, 1, 2, 3, 
регулярной в области (А.8.18). 

Замечая, что в наших рассуждениях т, могло бы быть 

взято сколь угодно близким к т, мы видим, что эта функ- 
ция Оказывается регулярной во всей области (А.8.1). На ос- 
новании (А.8.6) убеждаемся, что для вещественных р из этой 

области рассматриваемая функция совпадает с Р,=Р. и наша 
теорема леперь полностью доказана. 

А.9. Доказанная в предыдущем параграфе теорема IV 
тривиально обобщается и на случай функций, зависящих от 
двух 4-векторов x,, Х. и параметра &. Кроме того, вместо 
центрально-симметричного интервала |ру|< т можно рас- 
сматривать более общий интервал а < ру < 6. Тогда нера- 
венство 

шк < [м У 6 — и? |", 

естественно, должно быть заменеио на 

[| Imk P< fimy/ (a —2¢*" (259) 

Таким образом, убеждаемся в справедливости следующего 
утверждения. 

Лемма \1[. Пусть будут даны обобщенные функции 

  2 

    

fi,g X95 1) 1 ] =, a,
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удовлетворяющие условиям (А.6.5). Пусть, кроме того, 

Tr, 3 (Pu Pos th— fu j (pi, р»; 0) = 0, если а < ру < В, 

Де, (Рьь Рэ; В — Л а(Рь р»; 6 ==0, если а < ру < 3. 

Тогда существует обобщенная функция 

f(A ko; t), 

являющаяся аналитической функцией комплексных пере- 

менных К, К, регулярной в области 

| Im ks |< [im V (to — 242) — (24) 

{Im к < | V(b —! . (|, 

такая, что в области вещественных р:, Py, удовлетворя- 
ющих этим неравенствам, 

/(фь В; = fig (Pr Poi 0. 
Основываясь на этой лемме, а также на теореме П, докажем 
слелующее утверждение. 

Теорема \. Если выполнены условия теоремы Ш, 
то существует такое положительное р, что «область 
регулярности» переменных 2#1,...,2; может быть задана 

неравенствами: 

| 2, — M?| < pp, | 22 — М? | < 62, 123 — “|< рь?, 

М о. М\? 
|2. —т| < 0, —-4 Wma? < Re 25<0, |Im 25] <on?(F) 

-У < +=. (А.9.3) 

Доказательство. Будем рассматривать раздельно два 

случая: 

(A.9.1) 

  

2 \ 

| (A.9.2) 

  

  

    

—И=*< 0, (А.9.4) 

= (А.9.5) 

Возьмем сначала случай (А.9.4)и применим теорему Пс ® == 1, 
6 — 0. Так как все доказываемое сейчас усиление теоремы Ш 
относится только к переменной 2,, условимся выписывать 
здесь только неравенства, относящиеся к этой переменной.
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Имеем в рассматриваемом случае 

| 25 — 4a?| < py? (1). 40° <= и?, (A.9.6) 

rae 
М \? 

2__ __ 2 и ми») 4 Мг. (4.9.7) 

Но неравенство (А.9.6)будет удовлетворено, если 

— w= Rez,<0, |Imz;| < pp? (+) 

С другой стороны, из (А.9.7) имеем 

M \ о AM ea (bet gf) ие ии   

Итак, в случае (А.9.4) область (А.9.3) действительно входит 
в «область регулярности». 

Перейдем теперь к рассмотрению случая (А.9.5). Возьмем 
достаточно малое число в > 0 (которое виоследствии фикси- 
руем более детальцо) и построим в классе С (0, oo, 1) функ- 
цию Й (2) такую, что 

(=, К op, 

A(t)=1, t> B42. 
Положим 

Fig rs Hes OAL Hi OTST 0, 
где 

КАЛ р ЛИ ВМ 
Докажем нашу теорему в рассматриваемом случае (А.9.5) 

1 2 
раздельно для fe И Te, поскольку тогда она окажется вер- 
ной и для их суммы. 

Возьмем fe, Bocnod A If и о =0 i,j И воспользуемся теоремо пр = 0, 

2—5 —- 25. Заметим тогда, что область 
9 

—ur=<Rez,<0, {Imz,| < py? (+).
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где 
2 

и? — [M+ (1 +2) + py] 4" 

входит в «область регулярности». Действительно, 

  _ 5 — рр 
Pm OM repay | AME > 

Mp? M+ p x2 
> pee py (28°). 
  

Ясно, далее, что 

  

М в + 1D —______*____ [2 02 1 A.9.8 Moe ры 8-8] > (А.9.8) 

при =. Поэтому 3 можно всегда взять так, чтобы (А.9.8) 

выполнялась и при =: — 25. Тогда 

Mp 
u? >4 

8 MEE 

и Область (А.9.3) оказывается подходящей. 
2 

Нам остается рассмотреть 1. Здесь уже мы будем 
использовать лемму У[. Так как 

= М М 3 РР (рь рз 0 == 0, если < АСЕ или А, 
то можно ограничиться интервалом 

M M3 Hct cot. (A.9.9) 

  

Возьмем неравенства 

(Ro + 1? —k? << (М-ь)?, (в — 8 — К? < (3в)?. (A.9.10) 

Они, очевидно, будут выполнены, если 

т. е. если 

f—3yn< ky < M+y—t. 

Таким образом, (А.9.10) справедливы при 

М 1 6 M-+ul 6 1 ARE) < kyo < M+y— STRUT gat.
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Приняв во внимание соотношения (А.7.1), (А.7.2), убеждаемся 
отсюда, что условия леммы У[ удовлетворяются в рассматри- 
ваемом случае при 

М 1-8 М 8 > 1 g— MreCUr) з вм, МАИ, БТ. 
2 2 2 

(А.9.11) 

Но так как в силу условий нашей теоремы функции 18) ДОЛЖНЫ 
быть инвариантны по отношению к пространственным враще- 
ниям, видим, что функция 

FO (Ry, Ry 1, 

регулярная в области (А.9.2), может быть представлена в форме 

Ф(2)(21,..., 25; 6, 

где 2:,...,2, даются выражениями (А.7.17). Рассуждая как 
и при доказательстве теоремы П, выразим Ё, № через 
21, ..., 25; Ё с ПОМОШЬЮ формул (А.7.20), (А.7.22). Тогда соот- 
ветствующая область регулярности может быть задана нера- 
венствами: 

  

    Him A2+| In CP < [Im V (252-244 — (>=) 

  

  

    

  

    

  

2 2 , 

20 — = а 2 —а\ |}? Пт Вт С < [Im и ( 2 4 =) —(° - 

(А.9.12) 

Представим себе, что неравенства (А.9.12) справедливы для 

21 — 25 == М?, 23=2,=%, 2,==—44?, (А.9.13) 
где 

М 
Sma (A.9.14) 

Тогда, ввиду непрерывности функций А, В, С в окрестно- 
сти (А.9.13) и ограниченности интервала изменения & (А.9.9), 
мы всегда могли бы подобрать столь малое положительное р, 
чобы неравенство (А.9.12) выполнялось для всех 2 из 06- 
ласти (А.9.3). Тем самым наша теорема была бы доказана. 

Итак, нам остается показать справедливость нера- 
венств (А.9.12) для значений (А.9.13).
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Имеем для этих значений 

|ImA <a’; |ImBP<a; ШС=0. 

Правые же части (А.9.12) больше a?, Tak Kak B CuAy (A.9.5) 

Г? /M2—~< М 25 М? 
(3— 5) (я -ь) > — (ие 

М 2 25 ГУМ Qu? 2 ав L > a’, 
M+ — 

    M | 
M+ we! 

Итак, неравенства (А.9.12) действительно выполняются для 
значений (А.9.13) при условии (А.9.14). Тем самым доказа- 
тельство закончено. 

А.10 Лемма УП. Рассмотрим скалярные обобщенные 
функции тргх 4-векто,20в: 

Е, (У, У» Уз) 34 f =r, Q, (А.10.1) 

удовлетворяющие условиям 

Р,, „(Уз» У», Уз) =0, если у50 или у50; 

Г», в (У, У»» Уз) = 0, если у, 50 или но (A. 10.2) 
Ра, + (Уз Уз, Уз) = 0, если у,>0 или ух 
Ра, в(У1, У», Уз) =0, если у,>0 или о 

Fy (Qs G2, 93) — Py (9, 42, 43) = 0, если (9.42)? < (М) | 

(91—93) < (3), 

Р,, ‚ (Чь› 9», 9з) — Рь в (9. 9» 43) = 0, если (4-43 < (Mp) 
(Go—GsP < (3p), | 

(А.10.3) 

Г. Е, (а, 42, 43) = 0, если 43 < Ив + uy или 9х < 0. (А.10.4) 

Тогда можно построить обобщенную функцию веществен- 
ной переменной 2, 

Ч (21, ..., 25; 26), 

являющуюся аналитической функцией комплексных пере- 
менных 21,..., 25 с0 свойствами:
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1°. У регулярна в области: 

|2. — М2 | < р22, | 22— М?| < рз?, |23—<| «ры, \ 
4M 

24—11 < РР”, — мы < Кеь < 0, | (A.10.5) 

  

3 

Пт 25| р, У <<. 

Здесь У — произвольное фиксированное положительное 
число, р достаточно малое положительное число (за- 
висящее от У). 

2°. $ (21,..., 25; 28) =0, если 2 < (Ее). (^.10.6)   

3°. Для вещественных 41, 42, 4з, для которых величины 

21 == (91 -+- 93)*, 2 == (42 + 4:3}, 23 = (91 — 9s), 

24 == (4> — 93), 2% == (91 — 92, 28 == 42 

удовлетворяют неравенствам (А. 10.5), имеем: 

Fig (Q1s Gas Js) = 4 (2, ..., 25; 26), если 9х0 > 0. 
Доказательство. Будем сводить сделанное утвер- 

ждение к лемме У[ и теореме У. Рассмотрим выражения 

f Fig You Vy) et¥s dys, (A.10.7) 

где 9: =={е а е— времениподобный единичный 4-вектор: 

Eo > 0, е? — 1. 

Совершим  лоренцево преобразование таким образом, 
чтобы е оказался направленным по временной оси. В новой 
системе координат соответствующие величины условимся от- 
мечать знаком «прим». Выражения (А.10.7) можно рассма- 
тривать как функции 

fi, g Vy» Vo» 4): 

Нетрудно видеть, что в силу условий нашей леммы функции 

эти удовлетворяют всем условиям теоремы У. Поэтому мы
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можем построить соответствующую функцию 

Ф (21, ..., 25; 4), 
в которой 

д == (4% 0—9, 2 = (а -Н 0—9», 

23 = (4 — 02—49, 2=(4%— 6—4, 25=(9, — 93. 
Ясно, однако, что 

21 = (4, 93°, 25 == (42 | 93), 23 — (4: — 9)"; 

24 = (42 — 4), 2, — (4, — 9}, 

ввиду скалярного характера этих выражений. Но 

  

Ф (21, ..., 26; =0 для [< —- ив. 

Можем поэтому ввести функцию Ч (21,..., 25; 28), положив 

4 (21,..., 26; 26) = Ф (21, wey Ze; У Ze), 2 > 9, 

Т (21,..., 25; 26) =0, 2 (“=“) 

Справедливость леммы УП теперь становится очевидной. 

Примечание. Рассмотрим более общий случай, когда 
функции 

Ру, ;(Ул» У, Уз), У=1,..., | 

удовлетворяют всем условиям леммы УП, кроме условия ска- 
лярности. Вместо него предположим, что при преобразованиях 
Ё из группы Лоренца наши функции линейно преобразуются: 

Fi, 5 (Ly, Гу», Lys) = ou he (L) Fig Qn, Yo Уз), (A.10.8) 

с помощью некоторого представления А(Г) этой группы, 
разбивающегося на обычные тензорные и спинорные пред- 

ставления. Отсюда будет вытекать, что Ру; (41, 42, 93) будут 
линейно выражаться (с полиномиальными коэффициентами 
от 4;) через скалярные функции 4:, 42, 43, чем обеспечи- 
вается возможность применения леммы УП. Нетрудно видеть,
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что результаты леммы УП претерпевают здесь следующее 
тривиальное изменение. 

Можно построить конечную систему обобщенных функ- 
щий вещественной переменной 2, 

Ч, (21, ..., 26; 26), А==1,..., 5, 

являющихся аналитическими функциями комплексных пере- 
менных 21,..., 25 и обладающих свойствами 1°, 2°. Для ве- 
ацественных 01, 42, 9з» для которых величины 2 удовлетво- 
ряют неравенствам (А.10.5), имеем представление с помощью 
суммы конечного числа членов типа 

qi} eee q;s Ф, (2), ee ey ae 26), 

если при этом 4+ > 0. 
Отсюда вытекает наша основная 
Теорема У. Рассмотрим трансляционно-инвариант- 

ные обобщенные функции четырех векторов 

У > 

Рё, (1, ....м4), 1=Г,а ] =, а У—|,..., [, 

линейно преобразующиеся при преобразованиях Ё. из груп- 
лы Лоренца: 

Fi,j(Lx1, 00, Le= Do Anw(L) Fi Ихь ..., Ха (А.10.9) 
levi<l 

‹ помощью некоторого представления А (Г) этой группы, 
разбивающегося на обычные тензорные и спинорные 
представления. Предположим, кроме того, что введен- 
ные функции удовлетворяют следующим условиял: 

У 

Ву, + (1, Хх, х.,х.)=0 при хх. или Хх. 5х, 

Рьа(х,.... Х4)=0 при хх, или х.>х., na 1 4 1—5 %3 27—74 (А.10.10) 

Ра, (х,....Х)=0 при х>х., или хо Х., 

Рра(хь....Х)=0 при х>х: или x.>x,.) 

Рассмотрим фурье-образы 

ГЕ (> ee ey x,) exp éi(py%y—+ a ++ 4X4) dx, te. dx,—= 

—=S8(p,t+...-+ p,) Fij (pr. ---s Pa)-
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Здесь 

Fi,5 (Pas «+++ Pa) 

— обобщенные функции р,,..., ра, определенные на много- 
образиц 

Pat... +p,=0- (A.10.11) 

Предположим, что они удовлетворяют условиям: 

Fri (Pty os +s Py) — Fa, 5 (Pus ++ PA =O | 

при < (М-ь), рз< (3), 

Ру,» (рь..., Ра) — Fi,a (Py «+ +) Dg) = 0 
при pe< (M+ p)*, pi< (3p)?, | 

Fi, i (Dy +++) P= 0, ecru (py + ps)? < (M+ p)*, 
или Ро Ро<0. (A.10.13) 

Тогда можно построить обобщенные функции веществен- 

ной переменной 25; 

®, (2:, oe) 25, Ze), 

‚ (А.10.12) 

  

являющиеся аналитическими функциями переменных 
‚...› Ze СО свойствами: 

1°. Ф, регулярны в области (А.10.5). 
2°. Ф, = 0, если 24 < (М- в). 
3°. Для вещественных р.,..., Ра Из многообразия 

(А.10.11), для которых величины 

21 = Рь 2, = 8, 2. = Ру» 24 == ра, 25 == (р, + р»), 

2в == (P1+ Ps) 

удовлетворяют неравенствам (А.10.5), имеем представле- 
нце вида 

Pi, j(Piv «+1 Pa) = DUDE + PED, (Zap «+ + 2550)» (A-10.14) 

если yy t+ Pg > O 

с конечным числом членов в сумме.
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Доказательство. Ввиду трансляционной инвариантности 
У 

функций Р+,;(х1,..., №.) их можно рассматривать как функ- 
ции трех переменных, например: 

У! =! —Х,, 

Уз = х.—Хь, 

Уз = хх —Х.. 

Положим 

`) у ` 

Е. (т, .. 1» X,) == Fi, 5, (Хх; —%ь, АХ», X1— X,» + X3— X,), 

(А.10.15) 

где |=, если /=а; /\=а, если ]==г. Ясно тогда, 
что функции 

Ру (уУль У» Уз) 

удовлетворяют условию (А.10.8) примечания к лемме УП, а 
также условиям (А.10.2). Далее, из (А.10.15) следует, что 

1, 1(4, | 9, — 4» — a> 94—41, 92—43) = РР, (4ь 9» 93). 

Положив 

р. = 9, - 43, P2 == 42 — 43, Рз — 43—91, Ра = 42-4», 

имеем 

gp EP Pa Gta = (4, 43), 22 = (9, — 45, 

Ра == (45 — 43)?» (Pi + Po)? = (91 — 92). 

Видим отсюда, что выполнены и остальные условия леммы УП. 
Используя сделанное к ней примечание, мы и получаем дока- 
зательство нашей основной теоремы. 

Примечание. Вместо условия (А.10.13) мы можем 
ввести условие 

[((01 + 2з)* — М? Fi (Pp ..., Py) = 9, 

ec. (р, - рз) < (M+ p)? или ро t pao < 9. 

14 Зак. 2670. Боголюбов и др.
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Действительно, в этом случае вместо Ру, ; можем рассмотреть 
функции 

д 0 \2 у ии 
удовлетворяющие всем условиям теоремы \1. 

Соотношение (А.10.14) окажется тогда умноженным на 
{(p, + рз)*— М?]. На этот множитель мы можем, однако, 
разделить в области, где 

(р-Е рз} == М2. 

Поэтому (А.10.14) останется верным, если к условию ро-- 

+ P3o > 0 добавить (р, рз)* == М".



ДОПОЛНЕНИЕ Б 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВКЛАДА ОДНОНУКЛОННОГО СОСТОЯНИЯ 

Мы займемся теперь явным вычислением описывающих 
вклад однонуклонных состояний сумм (6.34). Нам будет до- 
статочно вычислить только одну из них, например вторую, 

Ер (<) 2 (< - — (93 (1 Ро РА, p) = 81) х 
x 2 (— р, 57 (0) | — Ae, 57) ( — ihe, S| ji (0) | р, 5) leek pio) 

(B.1) 

поскольку первая сумма 27 (<) В (<, р) выражается через вторую 
с помошью (6.64). 

Б.1. Рассмотрим сначала матричный элемент тока между 
двумя однонуклонными состояниями 

(р”, 5711, (0) [р, 5). 
В силу трансляционной инвариантности и определения тока 
(3.4) можно написать 

ent (р-р) мии on —_ и си (р, 5" рб) [р, 5) р", 5" | 55.65»). 
Переходя здесь от варьирования по $, (х) к варьированию 
no $,(9), где $, (9) — фурье-образ для произвольных @, свя- 
занный с $, (х) обычным соотношением 

| _ = ея] “79, (9) 94, (5. ) 
мы придем к формуле: 

i(p", 8" | sel Ps S)= C0", S”17, OL. а. , 
) 

  

      

  

14*
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Заметим, что эта формула имеет смысл, если все составляющие 
векторов 4, ри р” вещественны — иначе интеграл 

со 

-4 (2n)~* fexp{—i (q+ p—p") х} 4х 
— со 

не обладал бы %-образными свойствами. Поэтому, если ри р” со- 
ответствуют нуклонам, то вектор 4 обязательно должен быть про- 
странственно-подобным, 4? < 0. Поэтому все дальнейшее рассмотре- 
ние будет сначала Я праводливым только для отрицательных х, удо- 
влетворяющих условию (6.23). 

Стоящий в левой части (Б.3) матричный элемент между 
однонуклонными состояниями можно преобразовать с по- 
мощью И.(3) из $ 2 в вакуумное среднее третьей вариаци- 
онной производной матрицы рассеяния. 

Действительно, последовательная замена «протаскивания» опе- 
раторов ot) (р) и а, (р”) через любой бозевский (т. е. четный 

по фермиевским полям) оператор в вариационном дифференциро- 
вании дает нам 

(p", S"|B1p.8) =D) faxax [Qn Gy I), x 
AA’. 

3°B 
x [6 G2 py], (0 = 0), 

Shy (x) Bb) / (4) 

откуда с помощью перестановочных соотношений (2.26) находим: 

(p’,S”| Bi p,S) = 

  

      

a 1 ИВР и @ (p"@,~ pLr) оч 5 

wept (0 fades dre (усы no 
Переходя еше от варьирования по ф(х) и v(x) K Bapb- 

ированию по v(p) и v(p) ((2.33), (2.34)), получим оконча- 
тельно выражение однонуклонного матричного элемента тока 
через вакуумное среднее третьей вариационной производной 

матрицы рассеяния: 

(р", 5" 11, (0) [р, 5) 8 (а-Н р— р") = — Qui (20) X 
48” и 35 iS 

= 0 )и ; Б.5 «yr О [5 сер)” @ 65 
PVE PV app 
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Б.2. Рассмотрим входящий сюда матричный элемент третьей 
вариационной производной. Легко сообразить, что наиболее 
общим выражением для него, удовлетворяющим требованиям 
трансляционной, лоренцевой (включая отражения) и изотопи- 
ческой инвариантности будет 

(0 eS 0 ) A и 

фм! (р") 5$» (4) 8%) (р) 8—9) х 

XK LOD WED ha tt Moe PP? 9), (Б.6) 
@,, W,=0, 

  

  

roe h, , (p*, Р”?, 4?) — произвольные скалярные функ- 

ции, зависящие только от трех четырехмерных квадратов 

р?, р? и 4". 
Заметим теперь, что стоящий здесь слева матричный эле- 

мент переходит сам в себя с обратным знаком, если провести 
в нем дираково сопряжение и переставить затем р и р’. 
Выполняя подобное же преобразование в правой части, при- 

дем к равенству 

> PT) tO NF Moo, , р"? Ф) = 
Ws, @=0, 

—=— У 5 (HY) VP Bao, (9s Ps 9") 
>, We = 1,2 

откуда следуют правила комплексного сопряжения для ска- 
лярных функций Я: 

how, (Ps 1, 9) = — Rayo, (0, Ps 9). (B.7) 
Нас интересует сейчас тот случай, когда импульсы ри р” 

относятся к реальным однонуклонным состояниям, Т. е. 

2— М2; р”? = М?. (Б.8) 

Далее, спинорные амплитуды и+8" (р’), и*® (р), между кото- 
рыми будет стоять в (Б.5) рассматриваемая вариационная 
производная (Б.6), удовлетворяют уравнениям Дирака (2.32): 

u*®" р’) ур") = и*°" (р) М; (ури*® (р) = Ми** (р). (5.9) 
Поэтому в (Б.6) можно воспользоваться (Б.8}), (Б.9) и на- 
писать в правой части 

1e8(ptq—p") У MOM hao, (M?, M9). 
Wi, 2: =0,1
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Введем обозначение: 

gQy=i = Vo MM hoo, (M2, M2, 49). (6.10) 
7 Чт у 2: =0,1 

Легко видеть, что в силу правил комплексного сопряжения 
(Б.7) так определенная функция #(4?) будет вещественной. 

Собирая результаты, получаем, что вакуумное среднее 
третьей вариационной производной (Б.6) можно записать, 
если оно стоит между двумя спинорными амплитудами, удо- 
влетворяющими уравнению Дирака, в виде 

(о |=   
  

33S 

bb (p"”) Bp, (gq) BY (p) | 0)= 
—1У4 9\ > “4 

= aap 1s P87) 8 G+ p—P ).  (B.41) 
Подставляя (Б.11) в выражение (Б.5) для матричного эле- 
мента тока, найдем: 

и OW) > : An 4 
(p’, S”| 7, (0) | p, sy=—¥* £(q") u и 5" (p") 7,7? a (р); 

(B.12) 
q =p" —p. 

Б.3. Подставим найденное выражение (Б.12) для матрич- 
ных элементов в сумме (Б.Г). Во втором матричном элементе 

р’ — — Ар (з)е 
(мы обозначили через Хр (<) значение Х при Е = Е» (°)). За- 
мечая теперь, что в силу (6.18) и (6.26) 

  

  

2+ 4AM2(—1t— p2 
hp (t) = у: Иов р”), (Б.13) 

видим, что 
2M? — + QO ee ОИ р УМЕ 1). (Б.14) 

Определяя составляющие вектора 4 из 8-функции в (Б.11), 
находим отсюда 

2—9” —ф= т. (Б.15) 
  

1) Подчеркнем здесь еще раз, что пространственные состав- 
ляющие вектора р” (а следовательно, и 4} оказываются веществен- 
ными только для положительных })?, т. е. все наше рассмотрение 
справедливо пока только для *< — р?.
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Проводя аналогичные подстановки в первом матричном эле- 
менте, обнаружим, что и в нем квадрат вектора а будет 
равен *. 

Итак, с помощью выражения (Б.12) для матричного эле- 
мента тока из суммы (Б.1) действительно сепарируется мно- 
житель 

82 (<), 

а для функции А (<, р) мы находим выражение: 

(CaP? Dare Ер (т) 

Ар (1 — умея) 
x Ma (—p) 15 278" (Ape a" (— Ape) 154" *(p)s 

3 (Б.16) 

где мы расщепили спиновоизотопические индексы $ на спи- 
новые $ и изотопические # и вынесли изотопические матрицы 
за знак суммирования по спиновым состояниям. 

Элементарное суммирование по спинам дает нам 

a** (p") 150"? (p) = 
__ — ey, [pS (p”) + M) — p” (8 (p) + M)] 

_ 2780) 8 6”) [6 (P) + МИ + М!’ 
где через $ (р) и $(р”) обозначены соответственно 

$ (р) = Ур?-Е М? и &(р’)=Ур’-Е М2. 
Подставляя (Б.17) в (Б.16), пользуясь перестановочными со- 
отношениями матриц в и выполняя несложные, но несколько 

громоздкие выкладки, мы получим тогда окончательно: 

  (Б.17)   

(cP th), Y 

Qn? 4х 

( M(t + 2p?) ‚ 2Др (<) (рес, ) 
x | Виз (M2 +. p2)"/2 (M? +- p?) (5.18.1) 

A(t, p)=— 

  

и, вспоминая (6.64), 

В (°,р) =—Р,,, Р.А (,p). (Б.18.2) 

Б.4. Из вида выражения (Б.18) непосредственно очевидно, 
‘что 5А (°, р) будет аналитической функцией ^ во всей ком-
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плексной плоскости—после применения операции ©, в (Б.18) 

останется только первый член, зависящий от ‹ линейно, 

а после применения [, — только второй, деленный на }., ко- 

торый тогда вовсе не зависит от с. 
Таким образом мы, для случая < < — р”, вывели формулы 

(6.34) и подтвердили пиеобходимые свойства А (с, р). 
Для реального случая t= т? изложенные выше рассуж- 

дения провести, конечно, нельзя—как мы уже подчеркивали, 
при этом пространственные составляющие вектора — ^е стали 
бы мнимыми и сведение к вакуумным средним вариационных 
производных третьего порядка стало бы невозможным. С точки 
зрения вывода дисперсионных соотношений это обстоятельство 
не составляет для нас затруднения—в $ б мы показали ана- 
литичность функции 2?(<) в области (6.40), которах вклю- 
чает и нужное нам значение < = 71?. Однако с точки зрения 
физического смысла постоянной #(7т?) было бы желательным 
установить вещественность функции g(t) He TOKO LA FT, 
удовлетворяющих (6.23) (как то следовало из рассуждений 
в пункте Б.2), но и для реального т — т2?. 

Б.6. Вернемся для этого к рассмотренному к Б.1 ма- 
тричному элементу 

  

(р”, 5" | 1, (0) |р, 5), 

который с помощью нашей обычной техники перехода от 
однонуклонного состояния к вакуумному можно записать в виде: 

(р”, 57|, (0) | р, $5) = 

a8” и "у _87 (0). ~\- = ayn ue (p") | dye же О р,5); (Б.19) 

(=) PEP ae, 
Рассмотрим функцию 

bj, (0) (85 Fret *(y) = (0 т р. (| (i, (9) 5") 
    

      

р, $ ), 

(Б.20) 
db, (y) 

фурье-образу 

‘Ср’; р, 5) = f e'?”™ FEY (y) dy (B.21)
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которой пропорционален интересующий нас матричный эле- 
мент (6.19) u,—Tak же, как мы поступали в выкладках $ 7, — 
вспомогательную функцию 

Fro (у) = — 

  

Роя). ва 
Значки ге{ и ау указывают здесь на то, что в силу условия 
причинности 

Fe'(yy=0 для Ухо или у<О 
и (Б.23) 

Fe.” (у)=0 для y?<O или y?>0. | 

Как было показано в п. 7.3, разность этих функций можно 
представить в виде: 

Fre Fin (¥) — Fas’ (y) =i CO[1O.(), 7, OL |p, S) = 

=—i} f dk Ol j,0)| 2, k) (1 kL O.(9) LPS) 

+: У [ак оо. Ол, к) (и, к © [р, $) = 

= F'(y)+ Fe(y). (6.24) 
Рассмотрим по отдельности фурье-образы каждого из членов 

правой части (Б.24). Используя трансляционную инвариантность, 
получаем для первого фурье-образа 

Ри (р; р, $) = 

= —1 YF ak (01 J, (01 mk), k] Ma) IP, S)X 
п 

х [Г егчь-виау = — (ant Y) f dk dp” + k—p) X- 

n 

X (Ol fp O12, kK) (2, K] Aa (1B, S), 

где в силу обычных аргументов 

ko >0, ki > (3m),
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Таким образом, фурье-образ Е первого члена отличен от нуля 
лишь для р”, удовлетворяющих неравенствам: 

p—p°>0 u (p—p")? > (3т)?. 

Аналогично, рассмотрение фурье-образа РО второго члена (Б.24) 
показывает, что он отличен от нуля только для значений р”, удов- 
летворяющих неравенствам 

p°’>0 и р (Мп). 
Таким образом, мы видим, что фурье-образ разности (Б.24) 

обладает свойством 

P (p") — F™ (p") = 0, (B.25) 
если одновременно выполняются неравенства 

pP—p?<0 или (p—p") < (3m) ) 
(B.26) 

p’ <0 или = op" << (M-++e my)’. | 

Эти неравенства выполнятся, если потребовать одновременного 
выполнения 

po>p или —3n+ p< p<3m+p | 
и t (B.27) 

P°<0 wm —(M+m)< p< (M+ Mm), ] 

что, как легко видеть, сводится к требованию, чтобы р”® 
лежало бы в интервале 

p—3m< p< M-+ am. | (Б.28) 

Итак, для фурье-образов (Б.24) выполняется (Б.25), коль 

скоро р”° удовлетворяет (Б.28). Поэтому мы можем вос- 
пользоваться теоремой 1У (п. 8 дополнения А) и леммой У! 
(п. 2 дополнения А), утверждающими, что если разность 
фурье-образов запаздывающей и опережающей функций, 
т. е. двух функций, удовлетворяющих условиям (Б.23), 
обращается в нуль в некотором интервале 

ax pr<s (6.29) 

значений временной составляющей импульса, то существует 

аналитическая функция 2Р(9) комплексного 4-вектора 4,
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регулярная в области 

Г 0о__ а --В\ \? а —В\?2 И. © 
такая, что для вещественных 4 = р" из этой области 

F (p") = Fp") = РМ" (р”). 
В применении к нашему случаю, когда роль интервала (Б.29) 

играет интервал (Б.28), область регулярности Б(9) будет 
определяться неравенством: 

  

|119 | <     

  

  

  

  
  

  

12 -|- 4М? (—*— р?) 
| tm у 4 (M3 + p*) < 

М5 М+У Ма р ° M-V M?+p? \ I — п 4 
< |1" и (; V M?+ p? 2 ,) 2 * m) | 

  

(B.31) 

где мы воспользовались значениями (Б.13), (Б.14) состав- 

ляющих (Б.31) 4-вектора р”. Для <, удовлетворяющих (6.23), 

корень в левой части (Б.31) будет вещественным; поэтому 

такие < войдут в область аналитичности функции Р (р”). По- 

кажем, что Р(р”) будет аналитической и для < из интервала 

— тт т?, (Б.32) 

включающего и реальное значение t= m’, 

Заметим для этого, что подкоренное выражение в правой частн 
(Б.ЗГ} можно записать как 

РМ М (и Эр? — 

РУ 20 ep pe 
откуда в силу неравенств (Б.32) и (6.42), ограничивающих значе- 

ния ти р”, будет следовать, что квадрат правой части (Б.31) будет 

больше, чем 

  —(m-+ 

  

3m т? о 
3m (1 5М ом) 

С другой стороны, квадрат левой части (Б.3Т) будет, как легко ви- 

деть, меньше, чем 
2 т? т (1 +3 wi)
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Тем самым выполнение неравенства (Б.31) для < из интервала (Б.32) 
показано. 

Таким образом, функция Е" (р”), определенная соотно- 
шением (Б.21), и отличающаяся от матричного элемента (Б.19) 
лишь множителем 

  

1 +8" ии 

(2x)? и (р), 

может быть аналитически продолжена по переменной Tt OT 
отрицательных *, удовлетворяющих (6.23), до точки т == #?. 
Замечая теперь, что в силу (Б.12) и (Б.19—21) функция 

Fy, (p"; р, $) отличается от функции 2(4?) = 2 (<) лишь не 
зависящими от т матричными множителями, мы приходим 
к тому важному заключению, что функция #(<) также мо- 
жет быть аналитически продолжена по переменной + 
вплоть д0 точки t= т?. Поэтому мы получаем возможность 
сослаться на теорему из теории функций комплексного пе- 
ременного, утверждакшую, что если некоторая аналитическая 
функция принимает чисто вещественные значения на каком-- 
либо отрезке вещественной оси (внутри области аналитич- 
ности), то она будет вещественна и в0 всех точках веще- 
ственной оси, расположенных внутри области аналитичности. 
Поскольку вещественность 2 (<) для °, удовлетворяющих (6.23), 
была показана в разделе Б.2, то из только что доказанной 
возможности аналитически продолжить ©(т) вплоть до точки 
c= 1? следует, что функция 

© (<) вещественна для т = 1?. (Б.33)
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